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�È � �� Ç � } ~ � �� � } ~| ÆÇ �È } � 	 ��
 � � ¢ � � ∃c ∈ N, A(n)

�¡ ¤ ¾ � ¡ ¡ © � � Á� � ¼ ¼ �¤ · � � � � �� �� ��  � �¼ �� ¤ �� � ��

N

(

A(c) ∧ ∀n ∈ N A(n) =⇒ A(n+ 1)
)

=⇒ ∀n ∈ NA(n)

 � � � �

� � { }È | � � �� Í Î� � } �� � �Í Î| } � � ∀x ∈ R, ∀n ∈ N0, x ≥ −1

(1 + x)n ≥ 1 + nx

 � � � �

� � }ÈÓ � }� � ÆÈ � �� � � }Ç Ë

k, n ∈ N0, k ≤ n

(n

k

)

=
n!

k!(n− k)!

 � � � �

� � }ÈÓ �� Í Î� { �� Ç � �

a, b ∈ R, n ∈ N0

(a+ b)n =

n∑

k=0

(n

k

)

an−kbk
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� º º �� ~| } �� � � �� }� Í Î� �Ç � } Ë 	 ��
 � ¶ � ¾¿ ¿ � � � �� � f : X −→ Y

� � � µ¤

• �� � � ¥¤ �� 
 ® �� � ¥ � �� �� ® � �  � �¼ �� ¤ �� �� X © � Á �© ¡ ¡ � �¿ �  � �¼ �� ¤ �� �� Y © ¿ � �¿ � � � �¤ ® �� � ��

• ¡ �� � � ¥¤ �� 
 ® �� � � � � �¡  � �¼ �� ¤

y ∈ Y � �� f(x)

�¡ ¤

• ¿ � � � ¥¤ �� 
 ® �� � ¡ � � �¡ ¤ ¡ ��Ã �� � �� � � ¥¤ �� � ¡ ¤ �

z {| � � � Ë 	 �
 � ¯ ³ � �¡ ¤ �© © � (G, ·)
 ¿ � ¡ ¤ � � �� � © � ¡ À �� � � G �� � ¾¿ ¿ � � � �� � · : G×G −→ G
 ® � ¿ � �

• ¾ ¡ ¡ � ¤ �� �¤ °¤ ∀a, b, c ∈ G : (ab)c = a(bc)

• � � �¤ � © � �¡  � �¼ �� ¤ ∃e ∈ G, ∀a ∈ G : ae = ea = a

• ¬� � �� ¡ �¡  � �¼ �� ¤ ∀a ∈ G, ∃a−1 ∈ G : aa−1 = a−1a = e

�� { � � { Ë 	 �
 ¦ � � � ¡ ¤ �� �  � � (K,+, ·) © � ¡ À �� � �

K

�� �� ® � � ± �� ¥� �  Á �� � ��

+ : K × K −→ K

· : K × K −→ K

¼ �¤ Á� � � �� � �� ¾¸ �� ¼ ���

• ∀λ, µ, ν ∈ K : (λ+ µ) + ν = λ+ (µ+ ν)

 ¾ � � �¤ ��� �

• ∀λ, µ ∈ K : λ+ µ = µ+ λ

• ∀λ ∈ K, ∃0 ∈ K : λ+ 0 = λ

• ∀λ ∈ K, ∃ − λ ∈ K : λ+ (−λ) = 0

• ∀λ, µ, ν ∈ K : (λµ)ν = λ(µν)

 À � �¤ �  � � ¥© ¤ ��� �

• ∀λ, µ ∈ K : λµ = µλ

• ∀λ ∈ K, ∃E ∈ K, E 6= 0 : Eλ = λ

• ∀λ ∈ K, λ 6= 0∃λ−1 ∈ K : λ−1λ = 1

• ∀λ, µ, ν ∈ K : λ(µ+ ν) = λµ+ λν

 § � ¡ ¤ � �¿ �¤ �� �
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ÅÈ � �� Ë 	 ��
 � � ³ ³ � ¾¿ ¿ � � � �� � a : N −→ R

an = a(n)

{an} = a

1� �� �È � �� Ë 	 ��
 � � � ¶ ¦ � {an}

� � � � �
 {nk}

¾ � ¡® © � � Á� � � � © � ¡

N

k 7→ ank
(k ∈ N)

 ��� � �

§ ©� � � ¡ ¤ {ank
} � � � � Á� � � �� �� {an}

�È }2 � { �� }� 2 È } ÅÈ � �� } Ë 	 ��
 � � �¶ ¶ � � � � � � {an}

� ¡ ¤ ¥��� �� � �� ¤ � � � �� b® �� � Á �� n→ ∞

∀ε ∃p ∈ R, ∀n ∈ N, n > p |an − b| < ε

lim
n→∞

an = b

3� | Í Î�4 ÅÈ � �� Ë 	 � 
 � � � ¶ � � � � � � � {un}

�� � � � ¼ � �� ¤ �� ± � ¥¤ � � � © �¼ 
 ® �� � ∀ε > 0, ∃k ∈ N, ∀i, j > k

‖ ui − uj ‖< ε

 ��� � �

� È � � � }È4 5� �� {� Ç { � 6 � 	 � 
 � � � ¶ ³ �7 � � � ¿ �¡ ª �� °� ¥¤ �� � � � � ¿ � ¡ �¤� ¤ � �� �� Â ° � Á �� �¡  �� ¥¤

¹ �Ó �� �| � � { �È { | } ~ ¹ �Ó �� � } �� { �È { Ë
lim

�¡ ¤ �� Ñ¡ ¤ �� Â ° � Á �� �¡  �� ¥¤ � �� � � � � �

lim

�¡ ¤ ¥ � � �� ¡ ¤ �� Â ° � Á �� �¡  �� ¥¤ � �� � � � � �

!#" ! 8 ) 9: ) '

;� Î� � }{ � � Î� Ë ∀ ∈ N (a)i

� ¡ ¤ � � � � �<
 ∞∑

i=0

ai = lim
n→∞

n∑

i=0

ai

3� | Í Î�4 �È }2 � { �� }� �= { >� � Î� } Ë 	 � 
 � � � ¯ ¢ � � � � � � ai

¥��� �� � �� ¤ ⇔�

∀ε > 0, ∃l > 0
 �© µ ∀m,n ≤ l : : ∣
∣
∣
∣
∣

m∑

i=n

ai

∣
∣
∣
∣
∣
< ε

 ��� � �

?� {Ó È } �� Í Î� >� � Î� Ë ∀i ∈ N ai := 1
i , a0 := 0

∞∑

i=0

ai

�¡ ¤ � �� �� � �� ¤

z � ÈÓ � Ç { �� Í Î� >� � Î� Ë ∀i ∈ N, q ∈ R : ai := qi

• |q| < 1

¥�� � �� � �� ¤� ∞∑

i=0

qi = 1
1−q

• |q| ≥ 1

� �� �� � �� ¤

�È }2 � { �� }� Æ{ �Ç � { �| Ó � 	 � 
 � � � ¯ « �  ¡ � � �¤ ∀i ∈ N

¿ �¡ © � Á � Ñ ª � ¡ ¤ �� ¡ �� � � �ª �� � � � � ¾ � ¡� © �¼ ���

• @� A È { � }Ç � } ∞∑

i=0

bi

¥�� � �� � �� ¤ �� � � � �<
 |ai| ≤ bi 
 ⇒
∞∑

i=0

ai

© ¿ ¡ � � �¤ ¥��� �� � �� ¤

• B| È Ç � � }Ç � } ∃q ∈ [0, 1] : |ai+1|
|ai| ≤ q < 1

∞∑

i=0

ai

© ¿ ¡ � � �¤ ¥�� � �� � �� ¤

• 5| { � � � ∃q ∈ [0, 1] : i
√

|ai| ≤ q < 1
∞∑

i=0

ai

© ¿ ¡ � � �¤ ¥��� �� � �� ¤

� º� È �| Ç � �È }2 � { �� }� � 	 � 
 � � ¦ � �  �� � © ¿ ¡ � � �¤ ¥��� �� � �� ¤ � � � � � � �¡ ¤ © � ª � ¥��� �� � �� ¤ �

�



@ � }È { � }Ç � }4 � { �Ç � { �| Ó � 	 � 
 � � � ¯ ¯ � ∞∑

i=0

bi

� �� �� � �� ¤ � � � � � �
 ∀i ∈ N ai ≥ bi ≥ 0

¿ �¡ ¤ © � Á �� � � �ª �� � � � � ¡

¾ � ¡� © �¼ �� � § ©� � ∞∑

i=0

ai

� �� �� � �� ¤ �

� � Ç � { } � � { � } ~� >� � Î� Ë 	 � 
 � � � ¯ ³ � ∀i ∈ N : aiai+1 < 0

¹ � � � } �Ç �4 �{ �Ç � { �| Ó � 	 � 
 � � ¢ �

c ∈ Z, {an} � � � � � � � � � � �
 � � � ¼ �� � ¤ �� Á© � � � � �¡ ¤ 
 lim
n→∞

an = 0

§ ©� � � ¡ ¤ © �¤ ��Ã

� � �� �� � � � � � � � ∞∑

k=c

(−1)kak

¥��� �� � �� ¤ �

Ò | � � �È � �� | } ~ � � Ç � { } � � { } ~ � ÅÈ � �� � ∀i ∈ N : ai

¼ �� � ¤ �� Á© � � �� � � � � � � Á� � � �<
 ⇒ (a)i

¥�� � �� � �� ¤

�È Ç � }� { � � Î� Ë 	 � 
 � � � ³¶ �

ai

� � � � � �� � � � �<
 P (x) :=
∞∑

i=0

aix
i

�ÈÓ � � � �� �È Ç � }� { � � Î� z0 ∈ C, ai

¥� ¼   � �¸ �� � � � �� �� ¤ ��� � � � � � ¼ �¤ À �¤ ¤ � �  �� ¥¤

z0

�¡ ¤ P (z) :=
∞∑

i=0

ai(z−z0)i

1{ � �È }ÈÓ � Ç { �� Í Î� Å| } ÆÇ �È }� } Ë

ex =

∞∑

n=0

xn

n!

sinx =
∞∑

n=0

−1nx2n+1

(2n+ 1)!

cosx =

∞∑

n=0

−1nx2n

(2n)!

eix = cosx+ i sinx

1 = sinx + cosx

sinx =
1

2i

(
eix − e−ix

)

cosx =
1

2

(
eix + e−ix

)

�È }2 � { �� }� { � ~ �| � Ë 	 � 
 � � � ³ � �

P (x)

�� ¤ ��� � � � � �
 R(x) = sup{|r| ∈ R
∣
∣P (r)

¥�� � �� � �� ¤ }, R(x) ∈ R+

�È }2 � { �� }� { � ~ �| � º � { � Í Î }� } � 	 � 
 � � � ³ � � �� ¤ ��� � � � � � P (x) =
∞∑

i=0

aix
i 
 �©� � R(x) = 1

lim n
√

|an|

�

R(x) = ∞
 Á© � �¡ lim n
√

|an| = 0


R(x) = 0
 Á© � �¡ n
√

|an| �� ¿ �¡ ª �� °� ¥¤

!#" � �& � & 0& + 9 ) . )� 8

È Ì � }� @ � } �� Ë 	 � 
 � � � � � �

O ⊂ En � � � µ¤ � ¨ �� 
 ® �� � ∀p ∈ O, ∃ε > 0 : Uε(p) ⊂ O

� º ��� Í Î� È� � � }� @ � } �� Ë 	 � 
 � � � � � �

A ⊂ En � ¡ ¤ © ¿ � �¡ ª � �� ¡ ¡ �� 
 ® �� � �� ¼   � �¼ �� ¤

En\A � ¨ �� �¡ ¤ 
 � � ��� � � �� Â ° � Á �� �¡  �� ¥¤� �� A

�¡ ¤  � �¼ �� ¤� �� A � � ��� � � �� Â ° � Á �� �¡  �� ¥¤� �� A

�¡ ¤  � �¼ �� ¤� �� A

ÆÈÓ �� ÆÇ Ë © ¿ � �¡ ª � �� ¡ ¡ �� �� � ¿ �¡ ª �� °� ¥¤

� | � �� � � � Ë

∂G ¡ �¤� ¤ ¡ �ª � © � ¡ �� � � � ª �� � � � �� � � � �� ¤ � �� ¤ �� � � � � � °� �� Â ²  �� � °ª � �� ¡ ¤ � ª ¥ �� � � ¡ © ¼ ¼ �� 
 � �� ��� � � ¼ © � �� Á � � � �� �� ¡ � � µ �� �� �� G® � �¡ �� �

� º� Í Î�| 6 ~ � { @ � } �� } Ë 	 ��
 � � ¯ « �

A := A ∪ {x | x Â ° � Á �� �¡  �� ¥¤� �� A}

� Ì � }� { � � { } Ë 	 ��
 � � ¯ « �

A◦ = {x | x �� � �� �� � �� ¥¤� �� A¢

�Ó �� º| } � Ë 	 ��
 � � ¦ « �

Uε(a) := {x | x ∈ R, |x− a| < ε} = (a− ε, a+ ε) ε− 	¼ � �¿ �� �� �� a

U◦
ε (a) := {x | x ∈ R, 0 < |x− a| < ε} = (a− ε, a+ ε)\{a}

>� } ~ Ë 	 � 
 � � � � � � § �� �©� �

∂M � �� �� À �� � � M ∈ En, ∀U(p)

∂M := {p ∈ En|U ∩M 6= ∅
U ∩ En\M 6= ∅}

? �| �| } �� �| } ÆÇ Ë 	 � 
 ��� � � ¦ � � �� ¥¤

u ∈ V � �� �� À �� � � M ⊂ V 
 �© µ ∀ε > 0

Uε(u) ∩ (M\u) 6= ∅  � � � �

? �| �| } �� �| } ÆÇ � � }� { ÅÈ � �� Ë ∀ε ∃k0 ∈ N, ∀k ∈ N
 ¼ �¤
k > k0

h

�¡ ¤ Â � � �� � � � � � {ak}
|ak − h| < ε

 ��� ¢ �

¬� � � � �� εÃ 	 ¼ � �¿ �� �� �� � �� h

� � � � �� �� �� � � �ª �� � � � � � �� an

� � { = Î{ �| } ÆÇ Ë 	 � 
 ��� � � ¦ � � �� ¥¤

u ∈ V � �� �� À �� � � M ⊂ V 
 �© µ ∀ε > 0

Uε(u) ∩M 6= ∅  ��� ¦ �

�� È � � � { Ç � { �| } ÆÇ Ë 	 � 
 � � � � ¦ � · �� � ��  �� ¥¤ �<
 � � � ¥ � �� � Â ° � Á �� �¡  �� ¥¤ � ¡ �� �

Ë �Í ÎÇ � � }Ç � {Ó � } �� Ë

(X, ‖ · ‖)� � � ¼ � �� ¤ �� �© �¼ 
 M ⊂ X
M ⊂D X ⇐⇒
∀i ∈ X ∀ε > 0 ∃y ∈M ¼ �¤

‖ x− y ‖< ε

 � � « �

Ç È � È � È � �� Í Î� { >� | Ó Ë 	 «
 � �

(X,O)

� ¡ ¤ � �� �© © � © � ¡ À �� � � X �� � £ ² ¡ ¤ �¼ O� �� � � � �¼ �� � �� © � ¡ X
• X, ∅ ∈ O

• ¿ � � � �¿ � � � ± �� � �� � � �� � �� � ��  � �¼ �� ¤ �� © � ¡ O ¡ �� � �� O �� ¤ �© �¤ ��

• O1, O2 ∈ O ⇒ O1 ∩ O2 ∈ O

@� } } � � �� � Ç � � Æ� �Ç Ë 	 «
 � � ¼ �¤ � �� § �¼ �� ¡ ��� n

� ¡ ¤ ¤ � �� � �¡ ª � �� �© �¼ 
 � �� �� ¥© � �� ¼ Ñ � ¼ � �  �� �

Rn �¡ ¤ �  ¡� � �¤ U ⊂o M,V ⊂o Rn� § © ¿ � � � � � µ¤ � �� Â� ¼ Ñ � ¼ � �  � �¡ ¼ �© ¡ h : U −→ V

� © � ¤ �� © ¿ ¿ � � � �� �  � © � ¤ � � 
 �� �

(h, U)� © � ¤ � ¼ �¤ � © � ¤ �� � �¿ � �¤ U �

!#" 
 �� )� 9+  ) 9�

� Ç � Ç � � Æ� �Ç Ë 	 � 
 � � � � ¢ �

f(x) : R −→ R

� ¡ ¤ �� x ¡ ¤ �¤ � �® �� � ∀ε ∃δ, ∀y

|x− y| < δ ⇒ |f(x) − f(y)| < ε

 � � ¯ �

z � � �Í ÎÓ � 6 � �� � Ç � Ç � � Æ� �Ç Ë 	 � 
 � � � « � �

f : D ⊂ R −→ R

� � � µ¤ � � � � ª �¼ ° µ � � ¡ ¤ �¤ � �
 ® �� � ∀ε > 0 ∃δ >
0 ∀x, y ∈ D

Á� � � �� � �¡ � � �¤�

|x− y| < δ ⇒ |f(x) − (fy)| < ε

 � � ³ �

� �� Í Î{ � } ÆÇ Î� �Ç Ë 	 � 
 � � � � � �

A ⊂ En � � � µ¤ ¿ �¡ ª �� °� ¥¤ ⇔ ∃p ∈ En ∃r ∈ R

¼ �¤

A ⊂ K(p) ⇒

∀q ∈ En ∃c(p) ∈ R

¼ �¤

A ⊂ Kc(p)(p)

 � � � ¶ �

� � �� Í Î �Ç �� Ç � Ç � � Ë � �� ¥¤ ��� f

�� a

� �  ¡ ª � �¤� ¡ ¤ �¤ � �
 ∃c > 0, ∀x ∈ D

|f(x) − f(a)| ≤ c|x− a|  ��� � � �

¦



�ÈÓ �� ÆÇ Î� �Ç Ë 	 � 
 � � � � � �

A ∈ En � � � µ¤ ¥� ¼   © ¥¤ ⇔ © ¿ � �¡ ª � �� ¡ ¡ �� �� � ¿ � ¡ ª �� °� ¥¤ �

? � � }�4 � È { � � � 	 � 
 � � � � � �

A ⊂ En � � � µ¤ ¥� ¼   © ¥¤ ⇔� � � �¡ £ ² ¡ ¤ �¼ {Oi|i ∈ Ind}� �� � ¨ �� �� � � � �¼ �� � �� � �¡ En 
�© ¡ A �¿ �� � � ª ¥¤ 
 � �� �� � � �ª � �¡ � � � �¡ ² ¡ ¤ �¼ {Oi,1, . . . , Oi,k}

¿ � ¡ �¤� ¤ 
 �© ¡ © � ª � ¾ �¿ �� � �ª ¥¤ �

�� Ç � 2 ÈÓ @� � �Ó | Ó � 	 � 
 � � � � � �

f : En −→ Em ⊂ C �� �

A ⊂c Em

 · � � �¼ �� � � � ¡ ¤ �¿ �� Á© � �¡ ¥� ¼   © ¥¤ �

∃pmin, pmax ∈ A∀p ∈ A : ¼ �¤

f(pmax) ≥ f(p) ≥ f(pmin) pmin

� � � µ¤ À �� �¼ �¼ 
 pmax

� � � µ¤ À© ¸ �¼ �¼

� � �� �� f(A)

¥� ¼   © ¥¤ © �¡ � © � ª � ¿ �¡ ª �� °� ¥¤ �� � � ¡ � �¿ ¤ £ �  � �¼ �¼ �� � ¬� �¼ �¼ � ¡ � �¿ ¤ � � � � � si ∈ f(a), i ∈ N

¼ �¤

s = lim
i→∞

si, s ∈ f(A)� § ©� � ∃pmax :∈ s = f(pmax)

;| � � Ó Ó � } Î � } �� } ~ � @ � } �� } Ë 	 � 
 � � � � � �

C ⊂ En � � � µ¤� � ¡ © ¼ ¼ �� � °� � �� �
 ® �� � ¡ � �� � ª �¤ � �� ª �� ® � �� ¨ �� � À �� � �� �� � � ª �¤ � � �� � � � ¡ � �� ¥¤ � � � � � �� �� � � �¤ ® �� � �� ¥©� � �§ � �� A,B ⊂c: A ∩ C 6= ∅, B ∩ C∅, C ⊂ A ∪ C ⇒ A ∩ B ∩ C 6= ∅

�� �� | � � Ó Ó � } Î � } �� } ~ Ë 	 ��
 ��� ¢ ¯ « �

n ∈ N, G ⊂ Rn

∀x, y ∃w ∈ C0([0, 1],Rn) ¼ �¤

w(0) = x,w(1) = y

 ��� � � �

z � º � � Ç Ë 	 ��
 � � ¯ « �

A

Ð �¿ � �¤ �� B → A � ¨ �� � � � � �¼ �� � � �� B �� �

A� � ¡ © ¼ ¼ �� � °� � �� �
 © � ¡ �

A ⊂G B

 � � � � �

; � �� Í Î� } �� { Ç� � Ç � � 	 � 
 � � � � ¢ �

f : En −→ R

¡ ¤ �¤ � �
 C ⊂ En� � ¡ © ¼ ¼ �� � °� � �� �
 a, a ∈ C ¼ �¤

f(a) ≤ f(b)�

∀y ∈ [f(p), f(q)]∃x ∈ C ¼ �¤

f(x) = y

� � �� �� � �� ª �� � ¡ © ¼ ¼ �� �©� �¡ � � �� �¤ ���

!#" � � 9� )* ) '� 9� 0* )� : ' - '+

Ë �Ì � { � }Ç � � { º� { Æ� �Ç Ë 	 � 
 � � � � � �

O ⊂o Rn −→ Rm�

f

� � � µ¤ �� x ∈ O

� � ¨ �� �� ¤ � �� ¿ © � 
 ® �� �

∃L ∈ hom : Rn −→ Rm 


r : O −→ Rm 
 � � � �� x ¡ ¤ �¤ � � �� � ¼ �¤

lim
x→y

r(y) = 0
 �© µ

∀y ∈ O

f(y) = f(x) + L(y − x)+ ‖ y − x ‖ r(x)  � � � � �

1È Ç � � �� Ë �Ì � { � }Ç �� � Ë

L = Dxf =






f1/u1 · · · f1/un��� � � � ���

fn/u1 · · · fn/un






> �Í ÎÇ| } �� � º � � �Ç| } � Ë 	 � 
 � � � � ¦ �

f : O −→ Rm �� x

� � ¨¿ © � 
 v ∈ Rn�§ � � � � ª �¤ �� �¡ © ¿ � � �¤ �� �� �� f

�� � �ª �¤ �� � v �¡ ¤ ∇ : x ∈ Rn −→ Rm

∇vf |x := Dxf(v)
 � � � ¢ �

Dvf(a) = f ′(a, v) = lim
t→0

f(a+ tv) − f(a)

t

 � � � ¦ �

«

f ′(a, h) := 1
t (x− a)

∀h ∈ R
n�

f ′(a, h) = 〈∇f(a), h〉

=
n∑

i=1

f ′(a, ei) · hi

=

n∑

i=1

Dif(a) · hi

¿ �¡ ¤ �¼ ¼ ¤ � · © ¡ � ¡ e1, ..., en

  © � ¤ � � � � � ¾¿ � � �¤ �� ��

�� { Ç � � � � � � º � � �Ç| } � Ë 	 � 
 � � � � ¦ �

∂fi

∂uj
:= (∇ej

)if = (Dx(ej))i

 � � � « �

� �� È } ~ � { Î� �Ç º � � Ë �Ì � { � }Ç � � { º� { Æ� �Ç �

• f(x1, x2) =

{
0 x1 = x2 = 0

x1x2√
x2
1+x2

2

¡ �� ¡ ¤

• f(x) =

{
x1x2

x2
1x2

2
x 6= 0

0 x = 0

� � Ç Ç � }{ � �� � � 	 � 
 � � � � ³ �

f : O ⊂o Rn, O −→ Rm �� x

� � ¨¿ © � 


f(O) ⊂ G, g : G ⊂ Rm −→ Rk �� f(x)
� � ¨¿ © � �§ ©� � g ◦ f �� x

� � ¨¿ © �

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) · f ′(x)

 � � � ¯ �

� � �� �� ∃f1, g1 
 � � � ©� a �� �
b = f(a) ¡ ¤ �¤ � ��

f(x) = f(a) + f1(x) · (x− a)

g(y) = g(b) + g1(y) · (y − b)

� �� g ◦ f Á� � �¤�
g(f(x) = g(b) + g1(b+ f1(x)(x − a)) · f1(x)

︸ ︷︷ ︸

g2

·(x − a)

g2
�¡ ¤ �� a ¡ ¤ �¤ � � �� �

g2(a) = g1(b) · f1(a) = g′(f(a)) · f ′(a)

� Ç � Ç � � ~ �{ { � }Ç � � { º� { Ë 	 � 
 � � � � � �

O ⊂o Rn, f : O −→ Rm 
 � � ¨¿ © � �� O� f � � � µ¤ �� O ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � 
 ® �� �

∀i = 1, ..., n,∀j = 1, ...,m® �� �   © � ¤ � � � � � ¾¿ � � �¤ �� � ∂fj

∂xi

¡ ¤ �¤ � � ¡ �� ��

�� ÆÇ È { �� � ~ Ë 	 � 
 � � � ¦¶ �

V (x)

�¿ �� O ⊂o Rn �¡ ¤ ¾¿ ¿ � � � �� �
 � � � � � � �¼ x ∈ O � �� �� �©� � �� ¤ �© �� � ¥¤ � � V (x)� �� � �� �¤

V : O −→ Rn

� }Ç � �{ � � Æ| { 2 � Ë 	 � 
 � � � ¦¶ � § � ¨¿ © � � � ��� � c : I −→ R
n � � � µ¤ ¬� ¤ � �� © � ¥ ��� � � �¡ ± � ¥¤ � � Á � � � �¡ V 
 ® �� �

∀t ∈ I : ċ(t) = V (c(t))

 ��� � ³ �

z { � ~ � � }Ç Ë 	 � 
 � � � ¦ � �

O ⊂ Enf : O −→ R

¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � ¡ � � � �¤ ∀v ∈ Rn

< ∇(f), v >= df(v)

 ��� �¶ �

z { � ~ � � }Ç � } �� � ~ Ë 	 � 
 � � � ¦ � �

∇f : O −→ R
n  � � � � �

¹ �Ó Ó � 2 È } � Í Î �� { � � 	 � 
 � � � ¦ ¯ �

f : O ⊂ Rn −→ Rm

¿ �¡ �¤� ¤� ® � �¤ � ¡ ¤ �¤ � � � ¾¿ � � �¤ �� �� ∂2fi

∂uk∂uj
= ∂2fi

∂uj∂uk¯



�� Ç � 2 È } >È � � � � 	 � 
 � � � ¦ ¯ �

f : [a, b] −→ R

¡ ¤ �¤ � �
 � � ¨¿ © � �� ]a, b[
 f(a) = f(b)� § ©� � ∃c ∈]a, b[

�© µ

f ′(c) = 0

 � � � � �

� � �� �� � � �© ¤ ��� Á �� ¸ ¤ � �¼ �¼ ©� � � �¼ �� ∀x ∈ [a, b]f(x) ≤ f(c)
 § � ¨ �� �� ¤ � �� ¿ © � ¥ � �¤ ©� ® �� � �� ∀x ∈
[a, b]f(x) − f(c) = f1(x) · (x− c) ≤ 0
 ® � ¿ � � Á �� f1(x) ≤ 0

Á �� x > c � � �� f1(x) ≥ 0

Á �� x < c� ´ � � �� £¤ �¤ � � ¥ � �¤© ¿ �� ® � � � �� f ′(c) = 0∃ ⇒ fmin,max ∈ [a, b]

@ �Ç Ç � � �� { Ç� � Ç � � 	 � 
 � � � ¦ ³ �

f [a, b] −→ R

¡ ¤ �¤ � � �� �

f :]a, b[

� � ¨¿ © � � § ©� � ∃c ∈]a, b[ ¼ �¤

f(b) − f(a) = f ′(c)(b− a)

 ��� � � �

� � �� �� ∀x ∈ [a, b] h(x) = (b− a)f(x) − (f(b) − f(a))x
h(a) = h(b) = bf(a)−af(b)� � © ª � £ © ¤� � �� �� � � � � � �¤ ∃c ∈ [a, b] ¼ �¤

h′(c) = 0� ¾ � ¡ � 0 = (b−a)f ′(c)−(f(b)−f(a))�

; �� �Ç � { @ �Ç Ç � � �� { Ç� � Ç � �

f, g : [a, b] −→ R

¡ ¤ �¤ � � �� � �� ]a, b[

� � ¨¿ © � � ∀x ∈]a, b[g′(x) = 0� § ©� � ∃c ∈]a, b[¼ �¤

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
=
f ′(c)

g′(c)

 � � � � �

>� � Î� } ~ �Ì � { � }Ç � � { º� { Æ� �Ç� � � Ç � � 	 � 
 � � � « � �

f ]a, b[−→ R, f ∈ Cn+1, x0 ∈]a, b[, ∀i = 1, ..., n : f (i)(x0) = 0�� � � ¡ � � �¤ ∀x ∈]a, b[∃x ≤ c ≤ x0

f(x) =
(x− x0)

n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(c)

 � � � ¢ �

1� � � È {4 � }Ç � �Í Æ�| } � � 	 � 
 � � � « � �

f :]a, b[−→ R, f ∈ Cn+1, ∀(x, x0) ∈]a, b[ ∃c : x0 ≤ c ≤ x0 
 �©� � � � �¤

f(x) = f(x0) +

n∑

i=1

f (i)(x0)

i!
(x− x0)

i

︸ ︷︷ ︸

T (x)

+
(x− x0)

n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(c)

︸ ︷︷ ︸

R(x)

f(x) = T (x) +R(x)


 ® � ¿ � �� T (a)

�© ² �� �  � � ²� � ¼ 
 R(a)

½© �� ©� � �¡ ª � �¡ � � ¡ ¤ � � � � ��

� � �� �� g(y) := f(y) − T (y), ∀y ∈]a, b[
 Á �� �© ¡ � � �¤ g ∈ Cn+1, g(x0) = 0

g(k)(y) = f (k) −
n∑

i=k

f (i)(x0)
(i−k)! (x− x0)

(i−k)

g(k)(y) = 0 ∀i = 1, ..., n
g(n+1)(y) = f (n+1)(y)∀y ∈]a, b[�© �¤ � � � � �� � � ¨ �� �� ¤ � �� ¿ © � ¥ � �¤ ¡ ¡ © ¤� ∀x ∈]a, b[∃x ≤ c ≤ x0 
 Á �� ® � �ª � � ¡ � � �¤

g(x) = f(x) − f(x0) −
n∑

i=1

f (i)(x0)

i!
(x− x0)

i =
(x − x0)

n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(c)

�� Ç � 2 È } 1� � � È { � 	 � 
 � � � « � � ¬¡ ¤ f (n+1) �� � �� 	 ¼ � �¿ �� �� �� a

¿ �¡ ª �� °� ¥¤ 
 �©� � R(a) = 0

1� � � È { { � � Î� Ë

s(f, x0)(x) =

∞∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k  � � � ¦ �

�| � }� ÎÓ � � = { 1� � � È { { � � Î� >

f(x) =

{

exp −1
c x > 0, s(f, x0) 6= f(x)

0 x ≤ 0

 � � � « �

³

>� �� � 2 È } ~ � �� ?È� � �Ç � � � 	 � 
 � � � « ¢ �

f, g]a, b[−→ R nÃ ¼ © � � � ¨¿ © � �� �� x > a �� �

lim
x→a

f(x) = 0, lim
x→a

g(x) = 0, g′(x) = 0 6= 0

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

 � � � ¯ �

� � �� �� f, g ¡ ¤ �¤ � �� © ª �

a
 © � ¡ � � � · � �� ¾

f(a) = f(b) = 0�À �¤ ¤ � �® �� ¤ ¡ © ¤� © � Á [a, x]
 ∃y ¼ �¤

a < y < x ¼ �¤ f(x)
g(x) = f ′(y)

g′(y)

� · � � � � � � � � � (x)n

¼ �¤

limn = a� � �� � � � � ¡ xn

® ° � �¤

¼ ©� ¼ �¤ À �¤ ¤ � �® �� ¤ ¡ © ¤� � �� yn

¼ �¤

a < yn < xn 
 ® � ¿ � � yn = a� � © ª � ±� � � © � ¡ ¡ �¤� �� � ∃ limn
f ′(y)
g′(y)

� f(xn)
g(xn) = f ′(yn)

g′(yn)

Ë � � } �Ç Î� �Ç 2 È } @� Ç { �� � } Ë 	 � 
 � � ¦¶ �

A ∈ M(n× n,R) ¡ ² ¼ ¼ �¤ � �¡ ª � � À © ¤ � �¸ �
A

� � � µ¤   � ¡ �¤ �� � � �� �¤ 
 Á© � � ¡ ∀c ∈ R
n\0 〈c, Ac〉 > 0

A

� � � µ¤   � ¡ �¤ �� ¡ �¼ � � � �� �¤ 
 Á© � �¡ ∀c ∈ Rn 〈c, Ac〉 ≥ 0
A

� � � µ¤ � � �© ¤ ��  ¡ �¼ �Ã � � � �� �¤ 
 Á© � �¡ −A  � ¡ �¤ ��  ¡ �¼ �Ã � � � �� �¤ �¡ ¤ �

A

� � � µ¤ �� � � �� �¤ 
 Á© � � ¡ ∃b, c ∈ Rn 〈b, Ab〉 > 0, 〈c, Ac〉 < 0

Ë � � } �Ç Î� �Ç | } ~ � }Ç � { ~ � Ç � {Ó � }� }Ç � } � 	 ¢ 
 ¦ � �

A ∈ M(n× n,R) ¡ ² ¼ ¼ �¤ � �¡ ª � � À© ¤ � �¸ � A  � ¡ �¤ �� � � �� �¤ 
® �� � k = {1, ..., n} � � �¤�

det






a11 · · · a1k��� � � � ���
ak1 · · · akk




 > 0

? �� � �Ó � Ç { � � Ë 	 ¢ 
 ¢ ³ �

U ⊂o Rn 
 f : U −→ R
� ® � �¼ © � ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � �

∀1 ≤ i, j ≤ n Hf(x) := ∂i∂jf(x)

 � � � ³ �

Hf(x) |(x0,y0)= Dmf(x0) =






D1D1f(x0) · · · DmD1f(x0)��� ���

D1Dmf(x0) · · · DmDmf(x0)






Hf(x)

�¡ ¤ ¡ ² ¼ ¼ �¤ � � ¡ ª �® � � �� £ © ¤� � �� £ ª �® © �� �

� �Ç { �Ó | Ó � 	 � 
 � � � « ³ �

f : D ∈ Rn −→ R

� ® � �¼ © � ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � � f �© ¤ �� x0

� � �© ¤ �� � ¡ ¸ ¤ � �¼ �¼ 
 ® �� �

∀i = {1, ..., n} ∂f
∂ui

(x0) = 0�

• Hf(x)  � ¡ �¤ �� � � �� �¤� f

�© ¤ �� x

�¡ � � � �� ¤ � ¡ À �� �¼ �¼

• Hf(x)� � �© ¤ �� � � �� �¤� f

�© ¤ �� x

�¡ � � � �� ¤ � ¡ À© ¸ �¼ �¼

• Hf(x)

�� � � �� �¤� f

�© ¤ ¥ � �� �� ¥© � � ¡ ¸ ¤ � �¼ �¼

� �Ç { �Ó | Ó �Ó �4 ~ �Ó � 	 � 
 � � � ¯ � �

f : D ⊂o R2 −→ R
 ¼ �¤

x0, y0 ∈ D © �¡ � � �© ¤ �� �¡ ¸ ¤ � �¼ �¼ 
 �© µ

∂2f(x0)

∂x2
=

∂2f(y0)

∂y2
≡ 0

� � ¤® �� � � � ��® � � ¡ � �� Á � � �¤ �¡ ¤ �£ © ¤ ¤ � �  �� ¥¤ 
 ® �� � detHf(x) < 0À �� �¼ �¼ 
 ® �� � detHf(x) > 0 �� �

trHf(x) > 0À © ¸ �¼ �¼ 
 ® �� � detHf(x) > 0 �� �

trHf(x) < 0

�� Ç � = º � { �Ó � � �� �Ç � Å| } ÆÇ �È }� } �  �Ã � �¼ £  �� �© � Á© � � �

G ⊂o R2, f ∈ C1(G), z0 := (y0, x0) ∈ GÁ© � �¡ f(z0) = 0 �� �

D1f(z) = ∂
∂yf(y, x) |(x,y) 6= 0�©� � �¸ �¡ �¤ � �� ¤ Uε(x0)

�� �

h : U −→ R

¼ �¤

• h(x0) = y0

• h ∈ C1(U)

• f
(
h(x), x

)
= 0 ∀x ∈ U

h

�¡ ¤ �� ¥© � � ¾ � � Ñ ¡ �� �� © ª �

y� �� f(y, x)� �¶



�� Ç � = º � { �Ó � � �� �Ç � Å| } ÆÇ �È }� } >

f(y, x) = sin y + 2y − x

f(0, 0) = 0

D1f(y, x) = cos y + 2

D1f(0, 0) = 3 6= 0

h © � Á Uεx0 : sin(h(x)) + 2h(x) − x = 0

h

� ¡ ¤ ¾ � � Ñ ¡ �� �� © ª �

y� �� f(y, x)

h′(0) = −fx(0, 0)

fy(0, 0)
= −−1

3
= −1

3

¹ È Æ� � � �Ó Æ� Î{ º� { Æ� �Ç 2 È } � º º �� ~| } �� } �

m ∈ N, G ⊂o Rm, f ∈ C1(G,Rm), x0 ∈ G, y0 := f(x0)�©� � � �¿ ¤ �¡ 	 ¼ � �¿ �� � Uε(x0)

• f |U : U −→ V

¿ � � � ¥¤ ��

• 	¼ ¥ � �� © ¿ ¿ � � � �� � g := (f |U )−1 : V −→ U, g ∈ C1(V,Rm)

• Dg(y) =
(
Df(g(y))

)−1 ¬�� �� ¡ � � �� À© ¤ � �¸ Df(x) |x=g(y)

�Ó Æ� Î{ �| } ÆÇ �È } � 	 � 
 � ¦¶ �

f : U −→ Rn, U ⊂ Rn, detDx|a 6= 0, f

�� � � ¥¤ �� 
 � � ¨¿ © � �� a
 f(a) 6= 0�´ �� � 	¼ ¥ � �� © ¿ ¿ � � � �� � g = f−1 ©� £¤ � � � � b = f(a) ¡ ¤ �¤ � � � ¡ ¤ 
 �©� � �¡ ¤ g �� f(a)

� � ¨¿ © � �� �

g′(b) =
1

f ′(a)

 � � �¶ �

!#" � � '� )+ * � � 9 & '� � : )& * 9 )

> � �Ó � } } � }Ç � �{ � � Ë 	 � 
 � � � « � � ∫ b

a
f(x)dx := O(f, [a, b]) = U(f [a, b])

� � �¼ ©� � Ã ¬� ¤ � �� © � � � �¤ � � � �¤� � � 
 ® �� �

� ¿ ��Ã �� � 	� ¤ �� �� ¤ � �� © � ¿ � � � �� � � �� � ¥ � � �� �� ¬� ¤ ��� © � � ¡ ª �© ª �¤ � � �� �� � ¡ © ¼ ¼ �� Á© � � �� �

� Ç � Ç � � Æ� �Ç | } ~ � }Ç � �{ � � { º� { Æ� �Ç � 	 � 
 � � � « ¢ �

f : [a, b] −→ R

¡ ¤ �¤ � � ⇒ f : [a, b]

�� ¤ � �� � �� ¿ © � �

� � �� �� Ð � � � ª �¼ ° µ � � � £¤ �¤ � � ¥ � �¤ © � Á ¬� ¤ ��� © � � ¡ ª �© ª �¤ � � �� � ©� ® �� � ��

O(f, Z) − U(f, Z) =
∑k

i=1(zi − zi−1)
ε

2(b−a) = ε
2 < ε

� }Ç � �{ � � { � �� � } �

• f →
b∫

a

fdx ∈ hom

• f, g : [a, b] �� �

f ≥ g −→
b∫

a

fdx ≥
b∫

a

gdx

• f : [a, b] → R

¡ ¤ �¤ � �
 ∀x ∈ [a, b] :

• f(x) ≥ 0 ⇒
∫ b

a
f(x)dx ≥ 0

•
∫ b

a
f(x)dx = 0 ⇒ f ≡ 0

� }Ç � �{ � � �� Ç º �� Í Î{ � } ÆÇ � ¹ � }� � { �È {Ó � 	 � 
 � ¢ « � § © ¡ � � �¼ ©� � Ã ¬� ¤ � �� © � � ¡ ¤ ¿ �¡ ª �� °� ¥¤ � ½ �� �© � Á� � ¼ I
� �¡

R
�

I(f) ≤ (b− a) ‖ f ‖
 I �¡ ¤ � � �� �� �¡ ¿ �¡ ª �� °� ¥¤ © �¡ � ¡ ¤ �¤ � ��

� } º �� Ç �Ó Ó Ç �� � }Ç � �{ � � Ë 	 � 
 � � � « ³ �

f : [a, b]

�� ¤ � �� � �� ¿ © � � § ©� � ∀y ∈ [a, b] I(y) :=
∫ y

a
f(x)dx

�¡ ¤ I :
[a, b] −→ R

© � Á [a, b] ¡ ¤ �¤ � ��

� Ç � Ó Ó �| } ÆÇ �È } Ë 	 � 
 � � � « ³ �

f : [a, b] −→ R

¡ ¤ �¤ � �� F �¡ ¤ £¤ © ¼ ¼ Á �� ¥¤ ��� � �� f 
 ® �� �
F ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � �� � ∀x ∈ [a, b]

F ′(x) = f(x)

 � � � � �

� �

� �� Ç �Ó Ó Ç �� � }Ç � �{ � � � 	 � 
 � � � « ³ � � �� � � � � £¤ © ¼ ¼ Á �� ¥¤ ��� F� �� f � � �¤ ∀(y, z) ∈ [a, b], y < z

F (z) − F (y) =

∫ z

y

f(x)dx
 � � � � �

�� { Ç � � � � � � }Ç � �{ � Ç �È } � 	 � 
 � � � ¯¶ �

f, g : [a, b] −→ R

∫ b

a

f ′ · g(x)dx = [f · g]ba −
∫ b

a

f · g′(x)dx  � � � � �

� � �� �� � � � � � ¥¤ � � � � �
 ¬� ¤ � �� © � © � Á¤ � �� � �� �� � ¿ �¡ ¤ �¼ ¼ ¤ � ¡ ¬� ¤ � �� © � ¿ �� �ª � �� �� � �¼ ¡ ¤ � � � ��

�| º� Ç �Ç| Ç �È }� { � �� � � 	 � 
 � � � ¯ � �

g : [a, b] −→ R

� � ¨¿ © � 
 g(a) < g(b), g([a, b]) ⊂ [g(a), g(b)]
f : [g(a), g(b)] −→ R

¡ ¤ �¤ � �

∫ b

a

((f ◦ g) · g′) dx =

∫ g(b)

g(a)

f(y)dy

 � � � � �

� � �� �� ± �� ¥ �¤ ¤ �� � � � � � ª �

(F ′ ◦ g) · g′ = (f ◦ g)g′
 ® © ¡ �© �¤ ¿ � ¡ ¤ �¼ ¼ ¤ �� ¬� ¤ � �� © � ∫ b

a
((f ◦ g)g′) (x)dx =

∫ g(b)

g(a)
f(y)dy = F (g(b) − g(a))

@ �Ç Ç � � �� { Ç� � Ç � ~ � { � }Ç � �{ � Ç �È } � 	 � 
 � � � ¯¶ �
f : [a, b] −→ R

¡ ¤ �¤ � �� § ©� � ∃c ∈ [a, b] ¼ �¤

∫ b

a

f(x)dx = f(c)(b− a)

 ��� � ¢ �

�| � �� � � Î� Ç � � Ç � Ó Ó �| } ÆÇ �È }� } �Á  ¸ � �  ¸ �

xn 1
n+1x

n+1 n 6= 1
1
x ln |x| x 6= 0
ex ex

ax ax

ln a a > 0
sinx − cosx
cosx sinx
tanx − ln | cosx|
f ′(x)
f(x) ln |(f)|
∑∞

k=0 akx
k

∞∑

k=0

ak

k+1x
k+1

!#" � �* � ) 9� )* - '+ . )* � '� )+ * � � 9& '� � : )& * 9 )

�| { 2 � } � }Ç � �{ � � Ë 	 � 
 � � � ¯ ¦ �

ω(t) ¡ ¤ �¤ � � � �Ã � � � ¼ � °� �¡ � �� � � ¨¿ © � �� � ��� � c(t),t ∈ [a, b]

∫

c

ω :=

∫ b

a

ω(t)ċ(t)dt

 � � � ¦ �


® � ¿ � � ω(t)ċ(t) ¡ ¤ � ª ¥® � �¡ � ¡ ¤ �¤ � ��

� È �� }� � �Ó � }Ç Ë 	 � 
 � � � ¯ ¯ �

c : [a, b] −→ Rn � � � � � °� � � ��� � ¼ �¤ ¡ ¤ �¤ � � �� �©� � �� ¤ �� Á � � � V ∈ C1([a, b],Rn =

∀v ∈ R
n ω(t)(v) :=<

ċ(t)

‖ ċ(t) ‖ , v >

 � � � « �

· � � �� �©� � ��

B(c) =

∫

c

ωc

B(c) =

b∫

a

‖ ẋ(t) ‖ dt

� �



�| { 2 � } � }Ç � �{ � � = º � { �� ÆÇ È { �� � ~ Ë 	 � 
 � � � ³¶ �

V (t) ¡ ¤ �¤ � � �¡ ±� 
 © � ¡ � V ∈ C0(G ⊂ Rm,Rm)
 � °� �¡ � �� � ��� �

c ∈ C1([a, b],Rn), ωV

� � � �� � �� �¤ � �Ã � � � ¼ �

∀u ∈ R
n ωV (t)(u) =< V (t), u >

∫

c

V ds =

∫ b

a

< V (t), ċ(t) > dt

 ��� � ¯ �

�È Ç � }Ç �� � �� � ~ Ë 	 ��
 � � « � � �

m ∈ N, G ⊂o Rm, g ∈ C0(G,Rm), G0 ⊂G G� � g �� G0

�� ¤ �� ¤ �© � Á � � � ↔
∃q ∈ C1(G0)

¼ �¤ ∇q(x) = g(x) ∀x ∈ G0� � g �� ¤ �� ¤ �© � Á � � � ↔
D(g) = G ⊂G �� �

g

�� G

�� ¤ �� ¤ �© � Á � � �

ÆÈ }� � { 2 � Ç � 2 Ë 	 � 
 � � � ³ � �

V : D ⊂ Rn −→ Rn � V � � � µ¤ ¥�� ¡ ��� © ¤ �� 
 ® �� � ∀p, q ∈ D
 � � � ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � � � ��� �

c : p→ q
 � �� ´ �� ¤ � � ¡ � ��� �� �� ¤ � �� © � �¡ ¤ � ��� �� p �� �

q © ¿ � °� � � ��

�È Ç � }Ç �� � ⇔ ÆÈ }� � { 2 � Ç � 2 Ë 	 � 
 � � � ³ � � £ � � D ⊂o
R

n, v : D −→ R� V � � � µ¤ ¥�� ¡ ��� © ¤ �� 
 ® �� � ∀(p, q) ∈ D�� � Á �� � � � � ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � � � ��� � c
 � � � ¾� Á©� �¡  �� ¥¤

p �� � � �  �� ¥¤

q

� © ¤ 
 � �� ´ �� ¤� �� ∫

c
V ds� ��� �� p�� �

q © ¿ � °� �¤ �© �¡ � m ∈ N, G ⊂o Rm, g ∈ C0(G,Rm), G0 ⊂ G� � g �� G0

¥�� ¡� ��� © ¤ �� ↔ g

�� G0

�� ¤ �� ¤ �© � Á � � �

� � ∃q ∈ C(G0), y, z ∈ G0

¡ ¤ � ª ¥® � �¡ � ¡ ¤ �¤ � �

z∫

y

〈g(x), dx〉 :=

∫

Ky,z

〈g(x), dx〉 = q(z) − q(y)

 ��� � ³ �

z �� Í Î� È� � � }�� � }Ç � �{ � � � � }�� ÆÈ }� � { 2 � Ç � 2 � } Å� � ~� � 	 � 
 � � � ³ � �

∮

c

V ds :=

∫

c

V ds = 0

 � � �¶ �

� È { ~� }4 � } Î� � Ç Ë 	 � 
 � � � ³ ³ � � � �� © � ª �7 � � �©� Ã � � � �¼ �� � �

A ⊂ R
n� A �© ¤� �� ¡ ª �® �� � �� � �� 7 � � �©� Ã ¬� �© �¤ 
 ® �� � ∀ε > 0 ∃ �� � � �ª �� � � � � � ¨ �� � � �© � �� Qo

i , i = 1, ..., k
�© µ

A ⊂
k⋃

i=1

Qo
i

k∑

i=1

vol(Qo
i ) < ε

± �� ¡ ª �® �� � �� � �7 � � �©� �� �© �¤ ¿ � ��

• �� � � �ª � �� À �� � ��

• ¥� ¼   © ¥¤ � · � � � ��� �� � � � � � °� �� � ��� �� � � �� � � °ª � ��

• �� � � �ª � � ± �� � �� � � �� �� �� À �� � �� � �� ¡ ª �® �� � �� � �� 7 � � �©� �� �© �¤ ¡

� È { ~� } � } Î� � Ç | } ~ � }Ç � �{ � � { º� { Æ� �Ç � 	 � 
 � � � ³ ³ �

Q © ¿ � � ¡ ª � �� ¡ ¡ �� �� � �© � �� ��

Rn, f : Q −→ R

¿ �¡ ª �� °� ¥¤ 

A ⊂ Q ¼ �¤� �� ¡ ª �® �� � �� � �� 7 � � �©� �� �© �¤ �� �

f |(Q\A) ¡ ¤ �¤ � �� § ©� � �¡ ¤ f �¿ �� Q �� ¤ � �� � �� ¿ © � �

� { �Ç � { �| Ó �= { � }Ç � �{ � � { º� { Æ� �Ç � 	 ��
 � � « ¦ � �  � �� � � �ª � �� � � ¡ � � �¤ �� � �¼ �

m ∈ N, a, b ∈ Rm ¼ �¤

a < b, Q = [a, b], f : Q −→ R

� ¡ ¤ ¿ � ¡ ª �� °� ¥¤ �� © � � ¡ f ¡ ¤ �¤ � � ¿ �¡ © � Á � � � �¼ �� � �<
 �� �� Á© � � ¡ ∃N ⊂ R
m 
 �© µ

f |Q\N∈ C0 
 �©� �

f

�¿ �� Q �� ¤ � �� � �� ¿ © � �

�� Ç � 2 È } Å| º � } � � 	 � 
 � � �¶ � �

f : [a, b] × [c, d] −→ R

© � Á � � ª �¤ �ª ¥

Q

�� ¤ � � � �� ¿ © � �� �� ¥¤ ��� �
∫ d

c

(
∫ b

a

f(x, y)dx

)

dy =

∫ b

a

(
∫ d

c

f(x, y)dy

)

dx =

∫

C

f(x, y)dxdy

 � � � � �

� �

1{ � } �È {Ó � Ç �È }� �È {Ó � � � 	 � 
 � � �¶ ¯ �

T : A −→ B

¥� �¼ ¼ � �� � � � �� � � � �� © ¤ �� ¤ � ©� ¡ Á� � ¼ © ¤ ��� �¼

Rm
 G � ��� � � °¡ ¡ � � �� · �� � � ª � �¼

R
m ¼ �¤

G ⊂ D, f : T (G) −→ R

¡ ¤ �¤ � � � �� � ¿ �¡ ª �� °� ¥¤ �� �� ¥¤ ��� � T (G)

�¡ ¤ � �� � � � °¡ ¡ � � ��· �� � � ª � �� �

f

�¿ �� T (G)

�� ¤ � �� � �� ¿ © � �

∫

G

(f ◦ T )| det(DT )|du1 · · · dun =

∫

T (G)

fdu∗1du
∗
nx

 � � � � �

�4 ÅÈ {Ó Ë 	 � 
 � � � � � � ¾¿ ¿ � � � �� � Ω : R×Rn −→ R
 ¿ � � �� �© � 
 ©� ¤ �¡ ² ¼ ¼ �¤ � �¡ ª �

¼ �¤ · © ¡ �� �© � ¡ ¤ � � � �� � �� � �� �� n× nÃ À© ¤ � �¸ ¼ �¤ � �� �� � �� � �� ¤ �� Ωij := Ω(v, u)

Ω(u, v) =

n∑

i,j=1

uivjΩij

 � � � � �

�4 ÅÈ {Ó 4 � } �� } ~| } � � 	 � 
 � � � � � �

Ω ¡ � � �Ã � � � ¼ �¿ �� D ⊂ R3� § ©� � Ωi : D −→ R, i = 1, 2, 3 ¼ �¤

Ω = Ω1du2 ∧ du3 + Ω2du3 ∧ du1 + Ω3du1 ∧ du2

 � � � � �

Ω ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � 
 ® �� � © � � � Ωi

¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © �Ã

� º � { � �Í Î� } � }Ç � �{ � � Ë 	 � 
 � � � � � �

G © ¿ � �¡ ª � �� ¡ ¡ �� �� � � °¡ ¡ � � �� �¿ �� �� · �� � � ª � � � � � � °�   © � © ¼ �¤ � �¡ � �� ¤ �¡ � � °Ãª � �� ¡ ¤ � ª ¥
 F : G −→ R3 
 Ω ¡ ¤ �¤ � � � �Ã � � � ¼ � °� �¡ F 
 u, v� � °ª � ��   © � © ¼ �¤ ��

∫

F

Ω :=

∫

G

Ω(
∂F

∂u
,
∂F

∂v
)dudv

 � � � ¢ �

Å � �Í Î� } � } Î� � Ç Ë 	 � 
 � � � � ¦ �

G © ¿ � �¡ ª � �� ¡ ¡ �� �� � � °¡ ¡ � � �� �¿ �� �� · �� � �ª � � � � � � °�   © � © ¼ �¤ � � ¡ � �� ¤ �¡ � � °ª � �� ¡ ¤ � ª ¥


F : G −→ R3� ∀x, y ∈ R3 : N0(u, v) =
∂F
∂u

× ∂F
∂v

‖ ∂F
∂u

× ∂F
∂v

‖

§ � � � ¿ �� � °ª � �� Á� � ¼ � �� F

�� ¥© � ¤ � ¡ �¡ ª � �� �� � � � �� © ¤ ��

ΩF |(u,v) := det(N0(u, v), x, y)

 � � � ¦ �

§ � � A � ¿ �� � °ª � � � � �� � � °ª � �� �� �© �¤� �� F

A
(
F (G)

)
:=

∫

F

ΩF

 � � � « �

Å �| 6 ~| { Í Î Å � �Í Î� Ë 	 � 
 � � � � « �

G © ¿ � �¡ ª � �� ¡ ¡ �� �� � � °¡ ¡ � � �� �¿ �� �� · �� � �ª � � � � � � °�   © � © ¼ �¤ � � ¡ � �� ¤ �¡ � � °ª � �� Ã¡ ¤ � ª ¥

F : G −→ R3 
 V � �� © � Á � �� �� � ¨ �� �� � ¿ �� ¼ �� � �� �� F (G)

� � �� � �� ¤ �¡ ¡ ¤ �¤ � � �¡ ± � ¥¤ � � Á � � ��

∫

F

ΩV =

∫

G

det(V,
∂F

∂u
,
∂F

∂v
)dudv

 � � � ¯ �

�� � �¿ ¤

∫

F

ΩV =

∫

G

〈

(V,
∂F

∂u
× ∂F

∂v
)

〉

dudv

 � � � ³ �

�4 ÅÈ {Ó Ë 	 � 
 � � � � ³ �

b : R3 × R3 × R3 −→ R
 ¼ � �¤ � � �� �© � �� � ©� ¤ �¡ ² ¼ ¼ �¤ � �¡ ª �

�| 6 � { �� Ë �Ì � { � }Ç �� � Ë 	 � 
 � � � � � �

ω =
3∑

i=1

ωidui

�¡ ¤ �Ã � � � ¼

dω :=

3∑

i,j=1

∂ωi

∂uj
duj ∧ dui

 � � ¢¶ �

� © � ¤ ©� ¡ ª � � ¾¿ � � �¤ �� � �

; �� � �� Í Î� �| 6 � { �� Ë �Ì � { � }Ç �� � � 	 � 
 � � � � � �

ddω = 0

� � �� �� ½ �� �© � �¤ °¤ �� �� � �¼ ¡ ¤ � � � �� 
 ¡ �¿ ¡ ¤ � © � � �� �� � ¡ ¤ � � �ª � �� �

� �



!#" � � '� )+ * � 0� �� , ) . ) * � ) � & * � '� 0� � 9�

>È Ç � Ç �È }� Ë � 2 � { �� }� Ë 	 � 
 � � � � � �

rotV = (
∂V3

∂u2
− ∂V2

∂u3
,
∂V1

∂u3
− ∂V3

∂u1
,
∂V2

∂u1
− ∂V1

∂u2
)

� �� V =
∂V1

∂u1
+
∂V2

∂u2
+
∂V3

∂u3

∇2 =
∂2f

∂u2
1

+
∂2f

∂u2
2

+
∂2f

∂u2
3

>È Ç � Ç �È } Ë 	 � 
 � � « � ³ �

m ∈ N, G ⊂G Rm, g ∈ C1(G,Rm), x0 ∈ G

�� ¤ g(x0) : R
m × R

m −→ R

 � � ¢ � �

>È Ç � Ç �È } � �� � �� � }� � { �È {Ó �

G ⊂G R2, g ∈ C1(G,R2), x ∈ G, u, v ∈ R2

�� ¤ g(x)(u, v) = D1g2(x) −D2g1(x)
︸ ︷︷ ︸

rot g(x)

·
∣
∣
∣
∣

u1 v1
u2 v2

∣
∣
∣
∣

 � � ¢ � �

� } ~| � � � { Ç � ÅÈ {Ó Ë 	 � 
 � � � � � �

f : D −→ R3 � � ¨¿ © � 
 D ⊂o Rr 
 r = 1, 2
φ � �� � kÃ � � � ¼ �¿ �� f(D), k = 1, 2, 3¬� � �� � �� ¤ � kÃ � � � ¼ (D∗f)(φ)

D∗f(ω)|p := ωf(p) ◦Dpf

D∗f(Ω)|p := Ωf(p) ◦ (Dpf ×Dpf)

D∗f(ν)|p := νf(p) ◦ (Dpf ×Dpf ×Dpf)

�� � È � �� Ç � 2 �Ç �Ç �

f : D −→ R3 
 f ∈ C2 
 D ⊂o R2 
 ω �Ã � � � ¼

D∗f(dω) = d(D∗f(ω))

D∗f(dΩ) = d(D∗f(Ω))

� }Ç � �{ � �� �Ç � � � 	 � 
 � � � � � �

F � � � �� ¤ � �� ¤ � ¡ � � °ª � �� ¡ ¤ � ª ¥
 �© ¡   � ¡ ¤ �¤ ��   © � © ¼ �¤ � �¡ � �� ¤ � ¡ ¤ 
 ω � �� � ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � ��Ã � � � ¼ � °� �¡ F �

∫

F

dω =

∫

∂F

ω

 � � ¢ � �

G � ° �¼ � �ª � �� · �� � � ª �
 � ��   � ¡ ¤ �� �¿ �� � �� �¼ � �© � ��   © � © ¼ �¤ � �¡ � �� ¤ �¡ ¤ 
 Ω ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � � �Ã � � � ¼ � °� �¡ G�

∫

G

dΩ =

∫

∂G

Ω

 � � ¢ � �

z� | 6� Í Î� { �� Ç � � 	 � 
 � � � � � �

V ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � �¡ ±� �¿ �� ¾¿ ¡ ª � � � µ � �� � ¡ � ° �¼ � �ª � �� · �� � � ª � ¡ G
 N � � �  �� Ã� � �¤ ¡� � � ¼ © � �� �� ∂G� § ©� � � � �¤ Á �� � �� � � � µ� �� V

� �� ª � � � � �©� � � °ª � � ∂G� �� G

∫

∂G

ΩV =

∫

∂G

〈V,N〉Ω∂G =

∫

G

� �� V dxdydz

 � � ¢ ¢ �

� � ��

m ∈ N, m ≥ 2, G ⊂Z Rm, g ∈ C1(G,Rm)

∫

G

÷g(x)dx =

∫

∂G

〈g(x), n(x)〉 do

 ��� ¢ ¦ �

� ¢

� Ç È Æ�� � Í Î� { �� Ç � � 	 � 
 � � � � � �

V ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � �¡ ±� � °� �¡ � �� �� � � � �� ¤ � �� ¤ �� � � °ª � � F 
 N � � �  �� � � �¤ ¡� � � ¼ © � �� �� F � ∫

∂F

V ds =

∫

F

Ω� � ¤

V =

∫

F

〈� � ¤ V,N〉ΩF
 � � ¢ « �

� � ��

F� � � °¡ ¡ � � �¡ � � °ª � �� ¡ ¤ � ª ¥ �¼

R3 ¼ �¤ �� � ¼ © � �� Á � � � n(·), G ⊂G R3 
 �© µ �© ¡ � � °ª � �� ¡ ¤ � ª ¥ �¼ Á© µ¤ 
 g ∈
C1(G,R3)

∫

G

〈rot g(x), n(x)〉 do =

∫

∂F

〈g(x), dx〉  � � ¢ ¯ �

� � �� ¡  �� � � � � ��

F� � � °¡ ¡ � � �¡ Ð �¿ � �¤ ��

R2, g ∈ C1(F,Rm)

∫

F

rot g(x)dx =

∫

∂F

〈g(x), dx〉  � � ¢ ³ �

z { � � }� Í Î� ÅÈ {Ó � � } � 	 ��
 � � ¯ ¯ ³ �

m ∈ N, m ≥ 2
G ⊂zG Rm, n(·)� � � � � �� ° � µ �� �� �� � ¼ © � �� © � Á ∂G,
u, v ∈ C2(G)

� � ∫
G

〈∇u(x),∇v(x)〉 dx = −
∫

G

u(x)∆v(x)dx +
∫

∂G

u(x) ∂v
∂n (x)do

� � ∫
G

(u(x)∆v(x) − v(x)∆u(x)) dx =
∫

∂G

(
u(x) ∂v

∂n (x) − v(x) ∂u
∂n (x)

)
do

��� ∫
G

∆u(x)dx =
∫

∂G

∂u
∂n (x)do

!#" � / & -* 9 )* - ' . � ) 9 ) * � � * � �

� �� � � �� Í Î� � } �� � �Í Î| } � � 	 ��
 � � �¶ « ³ �

H

�¡ ¤  � � °Ã � Â � �¿ �� ¤ � © �¼ ��

C, {φk}

� � £ �� H, ∀u ∈ H

∞∑

k=1

| 〈u, φk〉 |2 ≤‖ u ‖2  � � ¦¶ �

�È � �� Ç � } ~ � ��� �Ò � �Ó ? �� º � { Ç4 >� | Ó Ë

H

�¡ ¤  � � °Ã � Â � �¿ �� ¤ Ã �© �¼ 
 {φk}

� � £ �� H, {φ} � ¡ ¤� � � �¡ ¤ °� � � �

¡  ©� {φk} =

� �ª �¤

H

 � � ¦ � �

�Ò � �Ó ? �� º � { Ç4 >� | Ó � 	 ��
 � � � ¶ ¯¶ � {φk}

�¡ ¤ � � £

� � {φk}� � � � ¡ ¤ °� � � � � ¡ � � £

� � lim
n→∞

‖ u−
n∑

k=1

〈u, φk〉φk ‖= 0 ∀i ∈ H

��� ∞∑

k=1

| 〈u, φk〉 |2 =‖ u ‖2

 �© � ¡ �� © �¡ ª � � 	� � � � � ª � �� � ∀u ∈ H

�

5� � � {� Ç { � 6� Í Î� { � � �{ È � �Ó � Ç �È }� � � Ç � �

� � m ∈ N, K ⊂K Rm� � f ∈ C0(K,C) �� �

q > 0 � �¿ ¤ �¡ �� � ²� � ¼ p ¼ �¤

m

±© � �© ¿ � �� ¼ �¤

sup
x∈K

|f(x) − p(x)| < q

 ��� ¦ � �

� � � � � � � �� © � Á � �� �� ¥� ¼   © ¥¤ �� � � � �¼ �� � � K � � ¡

Rm ¡ ¤ �¤ � � �� 
 ¥� ¼   � �¸ ® �� ¤ � � �� � �� ¥¤ ��� f �¸ �¡ ¤ � �� ¤ � �� �� � � � � {pn}n∈N

� � ¼ �� �² � � ¼ �� 
 � � � © � Á K � � � � ª �¼ ° µ � � � � � �� f

¥��� �� � � �� ¤ �

��� � �� � �� � ¥� ¼   © ¥¤ � � � � �¼ �� � � K ⊂ Rm� § �� �© �¼ � �� © � Á K � �� � � ¡ ª �� °� ¥¤ �� �� � ²� � ¼ �� �� m

±© � �© ¿ � ��� � � �¤ � �ª �¤ �� (C0(K,C), ‖ · ‖)

� ¦



ÅÈ | { � � {4 >� � Î� �

f ∈ C0([−π, π],C), ck

¿� ® � a0, ak, bk

� � �� � �� ¥� � �� � �� ¤ �� � �� fÁ© � �¡ � �� �� f

�� [−π, π] � � � � ª �¼ ° µ � � ¥��� �� � �� ¤ �¡ ¤ �©� � f(−π) = f(π) �� �

f(x) =

∞∑

k=−∞
ck

1√
2π

exp(ikx)

=
a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) x ∈ [−π, π]

ck =
1√
2π

π∫

−π

f ′(x) exp(−ikx)dx

an =
1

π

π∫

−π

f(x) cosnxdx = 0

 �� � �� © � � �

bn =
1

π

π∫

−π

f(x) sinnxdx = 0

 � �� © � � �

� Í Î �� { Ç �4 >� | Ó Ë 	 � 
 � � � � � ¦ � § �� �© �¼ S(Rn)

� �� ¡ ¤ © � ¥ © ¿ Á© � � �� � �� C∞Ã � �� ¥¤ ��� ��

S(Rn) := {f | f ∈ C∞(Rn,C)}  � � ¦ � �

Á �� α, β ∈ Nn
0

� ¡ ¤ sup
x∈Rn

|xαDβf(x)| <∞ ¼ �¤ � �¼ �© � © � �¿ � �¡  � � � f(x) = exp−x2

ÅÈ | { � � {4 1{ � }� �È {Ó � � { Ç � �

n ∈ N, f ∈ S(Rn) �� � � �� � ��� �� ¡ �� ©� ¡ Á� � ¼ � �� ¤ �

f̂(k) =
1

n
√

2π

∫

Rn

e−ikxf(x)dx

f̌(x) =
1

n
√

2π

∫

Rn

eikxf(k)dk

!#" $� � � '� � : � � : ) * / 9� � - ' � � � � ,

�È }Ç { � Î � � { � } ~ � � º º �� ~| } � Ë 	 � 
 � � � ¶ ¢ � ∃k ∈ R, 0 < k < 1
 ¼ �¤

∀u, v ∈ V : ‖ f(u) − f(v) ‖≤ k· ‖ u− v ‖  � � ¦ � �

�� }� Í Î4 >� | Ó Ë 	 � 
 � � � ¶ � �  �� � � � ¼ � �� ¤ � ± � ¥¤ � � � © �¼ � � � µ¤� � � �¡ ¤ °� � � � � � �� · ©� © ª �Ã �© �¼ 
 ® �� � � � � �

� © � ª �² Ã � � � � � ¥�� � �� � � �� ¤ �

�� }� Í Î� Í Î� { Å � � � ÆÇ� � Ç � Ë 	 � 
 � � � ¶ ¢ �

(V, ‖ · ‖) � �� · ©� © ª �Ã �© �¼ 
 f : V −→ V

¥�� ¤ � © � � �� �� � � ¾¿ ¿ � � � �� ��§ ©� � � �¿ ¤ � ¡ � �� �� � �� � � �¤ � � ¿ �¡ ¤ �¼ ¼ ¤ �� � �¸   �� ¥¤

w ¼ �¤

f(w) = w

∀u ∈ V : w = lim
n→∞

fn(u)

� � vÄk s n t s � o � s � t n

�#" $ � ) � & * * � - � )

�� ÆÇ È { { � | Ó Ë� � ª �¤ � � �� � À �� � � V �  � �¼ �� ¤ � � � � µ �� ± � ¥¤ � � �� � ¾ � � �¤ ��� � � �� �¤ �© © � u, v � ��  � �¼ ¤ �� w ∈ V� �
 � � � À � �¤ �  � � ¥© ¤ ��� λv � ��  � �¼ �� ¤ � w ∈ V� ��

� � ~ � } �| } �� }

• ∀u, v, w ∈ V : u+ (v + w) = (u+ v) + w

 ¾ ¡ ¡ �� �© ¤ �� �¤ °¤ �

• ∀u, v ∈ V : u+ v = v + u

 �� ¼ ¼ �¤ © ¤ �� �¤ °¤ �
� «

• ∃o ∈ V, ∀u ∈ V : u+ o = u

� � �¤ � © � �¡  � �¼ �� ¤ �

• ∀u ∈ V, ∃w ∈ V : u+ w = o

 �� � �� ¡ �¡  � �¼ �� ¤ �

• ∀λ, µ ∈ C : λ(µv) = (λµ)v

 ¾ ¡ ¡ �� �© ¤ �� �¤ °¤ �

• ∀λ, µ ∈ C : (λ+ µ)v = λv + µv

 § � ¡ ¤ � �� �¤ �� �¤ °¤ �

• ∀u, v ∈ V, ∀λ ∈ C : λ(u+ v) = λu+ λv

• ∀u ∈ V : 1u = u

¹ � }� � { � � }� º Î � } � � � Æ� �Ç Ë 	 � 
 � � � � � {u1, ..., uk}

£ ² ¡ ¤ �¼ � �� ± � ¥¤ � � �� �¼ ± � ¥¤ � � � © �¼ V � £ ² ¡ ¤ �¼ ui ∈ R

� ¡ ¤� �� �© �� �� © ¿ � °� � � � ⇔ � ��� � � � ½ �� �© � ¥� ¼ ¿ �� © ¤ ��� � �� ui, i = 1, ..., k

� �� � � � �� � ¥¤ � � �� � �¿ ¤ 
 � �� ® �� � � � � Á© ¥¤ � � ��� � � � � � � �� �

k∑

i=1

λiui = 0 ⇒ λi = 0

 �� � �

� { = �| } � ~ � { ¹ � }� � { � } � }� º Î � } � � � Æ� �Ç � 	 � 
 � � � � � £ ² ¡ ¤ �¼ u = (a1i, ..., ani), i = 1, ..., k ¡ � ® � � k∑

i=1

λiui = 0�

§ ©� � ¼ � µ Ð � � �ª � �� �¡ ¡ ² ¡ ¤ �¼ �� Á � � �¤ ¡ � ��� k∑

i=1

ajiλi = 0, j = 1, ..., n

�{ � � | �� } ~ � }� �� Ç �Ó Ë 	 � 
 � � � � � � � � �¼ �� � � E � �¡ ± � ¥¤ � � � © �¼ ¡ V � 7 � � �¡  � �¼ �� ¤ © � ¡ V �© µ¤ ¡ � ª �¤ ¼ �¤�� � � � �� � �� ¡ ² ¡ ¤ �¼ ¼ �¤

E

�© � ¡ ¤ � � � �� �

��� �� Ë 	 � 
 � � � � � � ¡ ¤ £ ² ¡ ¤ �¼ � �� ± � ¥¤ � � �� 
 �© ¡ � �� �© � �� © ¿ � °� � � � �� � ��� � � � �� � �¡ ¤ �

�| � Ç � | � Í Î� � Ç � � 	 � 
 � � � � �
A = {s1, ..., sa}, B = {t1, ..., tb}, a ≥ b�

a− b

± � ¥¤ � � �� � �� A �� � ± � ¥¤ � � �� � �� B

¿ � � � �� � �� �© � �� © ¿ � °� � � � � ¡ £ ² ¡ ¤ �¼ �

�| � Ç � | � Í Î� � Ç � � 	 � 
 � � � ¦ � �
V

� �� �© � �� �© �¼ �¿ ��

K
 k ∈ N, b1, ..., bn ∈ V

� �� �© � �� © ¿ � °� � � �

k ≤ n, a1, ..., ak ∈ V
� �� �© � �� © � °� � � ��©� � �¸ �¡ ¤ � �� �� jk+1, ..., jn ∈ {1, ..., n} ¡ � 
 �© µ

a1, ..., ak, bjk+1
, ..., bjn� �� �© � �� © �¿ °� � � � ¡ �� �
 �� �� ¼ ©� ¥©� � k

� �� bj � �� ª �

a1, ..., ak

�� ¡ �¤� �� �� ¤ �� · � �¿ � �© �¤ �� � � �� � �� �© � �� 	� © ¿ Ã� °� � � � ¥ � �¤ �

��� �� � � Ç � � 	 � 
 � � � � � 7 � � � ¼ Ñ � � �ª � � · © ¡ �¡ � � ¡ ¡ � �¿ �� ± � ¥¤ � � � © �¼ ¡ ¿ � ¡ �¤� ¤ � �� � Á �¡ ¤ � ¾�� © � �� ��  � �¼ �� ¤ �� �

Ë �Ó � }� �È } Ë 	 � 
 � � � � � ¼ © ¸ �¼ © � � ¾�� © � � � ��  � �¼ �� ¤ � � �� �� · © ¡ � ¡

��� �� � { � � }� | } �� � � Ç � � 	 � 
 � � � � � 7 � � �¡ £ ² ¡ ¤ �¼ � �� �© � �� © ¿ � °� � � � �� ± � ¥¤ � � �� ¥©� � � � � �� �� · © ¡ � ¡ �� � °�� ¤

® �� � �� �¾ �¡ � ¡ � � V � �� �© � �� �© �¼ ¼ �¤

n := dimV <∞
k ∈ N

¼ �¤

k < n �� �

a1, ..., ak ∈ V

� �� �© � �� © ¿ � °� � � ��§ ©� � � ° µ¤ ¡ � ª � {a1, ..., ak}� � � �� �� · © ¡ � ¡ �� � °�� �� 
 �� �� � ¡ �¸ � ¡ ¤ � �� �� ak+1, ...an ∈ V�© µ {a1, ..., ak, ak+1, ..., an}

· © ¡ �¡� �� V

� ¡ ¤ �

�ÈÓ � È }� }Ç � } Ë 	 � 
 � � � ¢ �  © � ª � �� � � � �� © ¤ �� � �� ©� � ¤ �

B = {u1, ..., un}

· © ¡ � ¡ � �¡ nÃ � �¼ �� ¡ ��� © � �� ± � ¥¤ � � � © �¼ ¡ V � v =
n∑

i=1

aiui�

ai

� � � µ �� �� ¼   �� �� ¤ �� � �� v

¿ �� � � � � ª � � �� · © ¡ �¡ B� � �� v ∈ V

� � � µ �� � � � � �� ª �

v =

n∑

i=1

aiui

 �� � �

� �� � � �¤ � � ¿ � ¡ ¤ �¼ ¼ ¤ �� � � � � � �� � © � � �� ai

� � � �� ¼   �� �� ¤ �� �
� ¯



¹ � }� � { � ? = � � � Ë � � �� © � ª � £  ©� �

V

� �� �© � �� �© �¼ �¿ ��

K, M ⊂ V

§ � � ½ �� �© � � Â � � � � �¡ ¤ � � � À �� � � © � � �� ½ �� �© � ¥� ¼ ¿ �� © ¤ ��� �� � ��  � �¼ �� ¤ ��� �� M ¡  ©� M := {x | x ∈ V ¼ �¤

x = λ1a1 + ...+ λnan }  �� � �

� }Ç � { 2 � ÆÇ È { { � | Ó Ë 	 � 
 � � � ³ �

U ⊂ V

� � � µ¤ 	� ¤ ��� � ¥¤ � � � © �¼ 
 ® �� � ∀u, v ∈ U, ∀λ, µ ∈ R : λu+ µv ∈ U

Ë �{ � ÆÇ � �| Ó Ó � Ë 	 � 
 � � � � �

Ui, i = 1, ..., k

	� ¤ �� � ° �¼ � � � ¡ ± �

V � W =
k∑

i=1

Ui

� � � µ¤ � �� � ¥¤ � £ �¼ ¼ �


W =
k⊕

i=1

Ui

 �� � �

® �� � ∀w ∈W

� � � ¾� ¤ � � � � ui ∈ Ui

� �� ª �

w =
k∑

i=1

ui

� �� ª �

w � �� � � �¤ � � ¿ �¡ ¤ �¼ ¼ ¤ ¡ �� ��

� }Ç � { { � | Ó Ë 	 ��
 � � � « � � � � �� © � ª � � � � �� © �¼ � �� ©� � ¤

V

� �� �© � �� �© �¼ �¿ ��

K, U ⊂ V
U

� � � µ¤ 	� ¤ �� � © �¼ � �� V ® �� �

� � ∀u, v ∈ U =⇒ u+ v ∈ U

� � ∀u ∈ V, λ ∈ K =⇒ λu ∈ U

�� { � � } � �| } �� } 2 È } � }Ç � { { � | Ó � Ë 	 � 
 � � � « ¦ �

V

� �� �© � �� �© �¼ �¿ ��

K, U,W ⊂ V

� � U +W := {x | x ∈ V, ∃u ∈ U, ∃w ∈ W : x = u+ w} � � � µ¤ £ �¼ ¼ � � �� � � � �� ° �¼ �� �� U �� �

W

� � U ∩W = {0} =⇒ U +W

� � � µ¤ � �� � ¥¤ � £ �¼ ¼ �� U ⊕W

Ë �Ó � }� �È }� � � Ç � �= { � � > � 	 � 
 � � � � �

U,W ⊂ V

dim(U +W ) + dim(U ∩W ) = dimU + dimW

 ��� ¢ �

� � �� � � � � � = { Ë �Ó � }� �È }� � � Ç � >

U = R2, W = R2

dim(U +W ) + dim(U ∩W ) = dimU + dimW

3 + 1 = 2 + 2

�#" ! � 9 ' )� * ) �� � 9 0 . - '+ ) '

¹ � }� � { � � º º �� ~| } � Ë 	 � 
 � � � ¯ �

f : V −→W, V,W � � � � � � ± � ¥¤ � � � ° �¼ ��

f

�¡ ¤ � �� �© � ® �� �� ∀λ, µ ∈ R, u, v ∈ V :

f(λu+ µv) = λf(u) + µf(v)

 ��� ¦ �

1� � � } ~ � { � � }� � { � } � º º �� ~| } �� } Ë 	 �
 ¯ � �

f : V −→WÀ�� � ¼ � �  � �¡ ¼ � ¡ �� � � ¥¤ ��  �� ¼ � �  � �¡ ¼ � ¡ ¡ �� � � ¥¤ ��¬¡ � ¼ � �  � � ¡ ¼ � ¡ ¿ � � � ¥¤ ��� �� ¼ � �  � � ¡ ¼ � ¡ V = W¾ �¤ � ¼ � �  � � ¡ ¼ � ¡ V = W �� � ¿ � � � ¥ �¤ ��

� � { } Ë 	 � 
 � � � ¯ �

f : V −→W, V,W

± � ¥¤ � � � ° �¼ � �� �

f

� �� �© � � ¾¿ ¿ � � � �� ��

Kerf := {v ∈ V |f(v) = 0}  ��� « �

� �� ~ Ë 	 � 
 � � � ¯ �

img f := f(V )

 ��� ¯ �

� ³

>� } ~| } ~ Ë � �� ÆÇ Ë 	 � 
 � � � ¯ �

rg f := dim img f

de f := dim ker f

Ë �Ó � }� �È }� �È {Ó � � � 	 � 
 � � � ³ �

f : V −→W

dimV = rg f + de f

dimV = dim img f + dim ker f

� �� ~� �Í Î� Ë� {� Ç � � �| } � ~ � { Ë �Ó � }� �È }� } �

V W

img WD(V )
ker V {0}

f

� � { }| } ~ � }2 � { Ç � � { º� { Æ� �Ç � 	 � 
 � � �¶ � �
A : V −→ W� � f ��� �� ¤ � �� ¿ © � ⇐⇒ dim kerV = 0� � f ��� �� ¤ � �� ¿ © � ⇐⇒ dimV = dim imgW

Ë| � � { � | Ó Ë 	 � 
 � � ¦ � � § �© �� © �¼ V ∗� �¼ ± � ¥¤ � � � © �¼ V

V ∗ := {hom : V −→ R}  ��� ³ �

Ë| � � � � º º �� ~| } � Ë 	 � 
 � � ¦ � �

f∗ : W∗ −→ V ∗� � f : V −→W, ∀φ ∈W ∗�

f∗(φ) := φ ◦ f  ��� � ¶ �

~| � � � � º º �� ~| } � Ë 	 � 
 � � ¦ � �

f∗ : W ∗ −→ V ∗� � � �� �© � �� ¾¿ ¿ � � � �� � f : V −→W 
 ® �� � ∀φ ∈W ∗

f∗(φ) := φ ◦ f  ��� � � �

Ë| � � º�� �� Ë 	 � 
 � � ¦ � �

V

�¡ ¤ nÃ � �¼ �� ¡ ��� © � �� ± � ¥¤ � � � © �¼ ¼ �¤ · © ¡ �¡ B = {b1, ..., bn}� {φ1, ..., φn}
 ® � ¿ � �

φi(bk) := δik

 ��� � � �

> � �� �� Í Î� { Ë� {� Ç � � �| } �� � � Ç � � 	 � 
 � � � � � �

(V, 〈·, ·〉) � �� �© � �� �© �¼

� � ∀f ∈ V ? ∃y ∈ V, x ∈ V ¼ �¤

f(x) = 〈x, y〉  �� � � �

� � � � � ¾¿ ¿ � � � �� � S : V ? −→ V, f 7→ y

�¡ ¤ ¿ � � � ¥¤ �� � � �� �© � � ¾¿ ¿ � � � �� �

Ë| � � �Ç �Ç Ë 	 � 
 � � ¯ ¢ �

V, V ∗ ¡ �� � ± �� À �¤ � � ¡ ª � � § �© � �¤ °¤ � �� ª � £ ¥© �© �  � � � � ¥¤

∀u, v ∈ V : δg : V −→ V ∗  ��� � � �

δg(u)(v) := 〈u, v〉  �� � ¢ �

Ë| � � � ��� � } � 	 � 
 � � ¯ ¢ � ∀φ ∈ V ∗ ∃w ∈ V

∀v ∈ V : φ(v) = 〈w, v〉

δg(uj) =
k∑

i=1

gijφi

�¶



�#" � � 9 ' )� * ) � � � � ) � )

¹ �� | } �� � { Î� � Ç � } ~ � �Ó �È {Ó | } �� } Ë

(A, b)

• � � � � � � � �� £  © �¤ �� �� ¤ © � ¡ ª � ��

• � � � � � � � �� £  © �¤ � ¼ �¤ � © ¥¤ � � µ 6= 0 ¼ � �¤ �  � �� � �� �� �� �� � � �� �� � � � � � � � �� £  © �¤ � © � � � �� ¤

� { �Ç � { �| Ó �= { ¹ �� º� { Æ� �Ç ~ �� ¹ z � � 	 � 
 � � � ¦ �

rgA = rg(A, b)

 �� � ¦ �

� � } ~ � | Ç � � Æ� �Ç 2 È } ¹ �� | } �� } � � }� � { � { z � � �Í Î| } �� � �� Ç �Ó � � 	 � 
 � � � «¶ �

m,n ∈ N, A ∈Mm×n
K� � ∀b ∈ V m

K

�© ¤ Ax = b

� Ñ ª � ¡ ¤ �� ¡ � ½ ¡ � x0 ∈ V n
K� � Ax = 0

¤ � �� �© �� �� Á �� x = 0

��� kerA = {0}

�� A : V n
K

−→ V m
K

�� � � ¥¤ ��

¢ � rgA = n

� � �� Ç � }� 2 È } ¹ �� | } �� } � � }� � { � { z � � �Í Î| } �� � �� Ç �Ó � � 	 ��
 � � � « � �

m,n ∈ N, A = (a1, ..., an) ∈Mm×n
K

, b ∈
V m

K
, (A, b) ∈M

m×(n+1)
K� � Ax = b

�© ¤ ® �� � �¡ ¤ �� � ½ ¡ �

� � b ∈ iW (A)

��� b ∈ ¡  ©� {a1, ..., an}�� ¡  ©� {a1, ..., an} = ¡  ©� {a1, ..., an, b}

�{ �� �Ç � { Ç � @� Ç { � �| } ~ ~ �� � � } ¹ �� | } �� } � 	 � 
 � � � « � �

m,n ∈ N, A ∈Mm×n
K� � Ax = b

�© ¤ Á �� © � � � b ∈ V n
K

� Ñ ª � ¡ ¤ �� � �� � ½ ¡ � ⇐⇒

rgA = n

 ��� � « �

� � b ∈ V m
K


 Ax = b

�© ¤ ® �� � �¡ ¤ �� ¡ � � �� � ½ ¡ � ⇐⇒

rgA = rg(A, b)

 �� � ¯ �

��� b ∈ V m
K


 Ax = b

�© ¤ � �� © � � �� � ½ ¡ � ⇐⇒

rgA = rg(A, b) = n

 �� � ³ �

�#" 
 � � � * 9 , ) ' - ' . � )� )* � 9 '� '� ) '

@� Ç { � � �{ È ~| ÆÇ Ë 	 � 
 � � ¢ � �

A ∈ (a× n,R), B ∈ (n× b,R) −→ C ∈ (a× b,R), ∀i = 1, ..., b, j = 1, ..., a :

cij =

n∑

k=1

aikbkj

 ��� �¶ �

@� Ç { �� � } � }2 � {� �È } � 	 ¦ 
 � � ¢ � �

Âij

� ¡ ¤ £¤ � � � ª � �� �¡ ¼ © ¤ � �¸ 
 Á �� © � � �  � �¼ �� ¤ � i, j � � �¤

a−1
ij = (−1)i+jaijÂij

 ��� � � �

z� | 64 � � �È { �Ç ÎÓ | �  ¡ ® �� � � � � À © ¤ � �¸ A �� �  �� � � �¤ ¡ ¼ © ¤ � �¸ E � � � � ª � �� ¼ © µ �� �¼ � � Á� � ¼ ¤ 
 �© µ

(A|E) ⇒ (E|A−1)

 ��� � � �

� �

� � � ��Ó � � } � � ¤® �� � � � detA 6= 0
 £¤ � � � ª � �� �¡ ¼ © ¤ � �¸ Aij 
 ∀i, j

A−1 =
1

detA
((−1)i+j detAij)

T  ��� � � �

3 { � Ó � {� Í Î� >� �� � � 	 � 
 � � ¦¶ �

Ax = b
 Ai

�¡ ¤ A
 �� � �� � � � iÃ ¤ � £  © �¤ � � � � �� � �� £  © �¤ ��� � ¥¤ � � b �� ¡ �¤� ¤

® � � � �� �¡ ¤

xi =
detAi

detA

 ��� � � �

2 × 24 @� Ç { � �

(
a b
c d

)−1

= 1
ad−bc

(
d −b
−c a

)

Ë � Ç � {Ó � }� }Ç � Ë 	 �
 � � ¦ � ¾¿ ¿ � � � �� � det : M(n× n,K) −→ K

• � �� �© � �� � � � �� � � � � �

• rgM < n⇒ detA = 0

• detE = 1

� � � }| Ó Ë 	 � 
 � � � ¯ �

σ ∈ S(n), S(n)

�¡ ¤ ¡ ² ¼ ¼ �¤ � �¡ ª � � Ð � �    �<
 ε(σ)

¾�� © � � � �� �© © � � (i, j)� �� �©�� �� � © � � ���� i = 1, ..., n
 Á �� � � � � � �¤ i < j �� �

σ(i) > σ(j)

sign(σ) := (−1)ε(σ)  ��� � ¢ �

Ë � Ç � {Ó � }� }Ç � Ë 	 � 
 � � � ¯ �  ½ � �¿ � �� ¡ ª � �� � ¤® �ª ¥ � �� �¡ ¡ © ¤� � �� �� À© ¤ � �¸ �

A ∈ (n×n,R) ¼ �¤ �� � �� � �� ¤ �� aij 


S ¡ ² ¼ ¼ �¤ � �¡ ª � � Ð � �    �
 �©� �

detA =
∑

σ∈S(n)

signσ

n∏

i=1

ai,σ(i)

 ��� � ¦ �

� � } �� Í Î� Ë � Ç � {Ó � }� }Ç � } � 	 � 
 � � � ¯ �

� � � det

(
a b
c d

)

= ab− cd

Ë �� �È }� �Ó � Ç { � � ∀i > j

¿� ® � ∀i < j aij = 0 � � �¤ detA =
n∏

i=1

aii

Ë � Ç � {Ó � }� }Ç � }| Ó �È {Ó | } � � 	 � 
 � � � ³ � ¾ � � �  � �¼ �� ¤ © � �¼ Á� � ¼ �� � �� �� �© �¿ ¤ 
 � �� Á� � � �� � �  �� ¡ ª �� °� ¥ �� � ���

• �� { Ç � | � Í Î| } � A → A∗ � �� ª � � �� ¼ �¤ © ¤ ��� τ

�� � �� � � � ¼ a∗ij = aτ−1(i)j

�©� � � � �¤ detA = sign τ detA

• � �� � �Í Î� ; � �� � } detA = 0

• 1{ � }� � È } � � { Ç Î� �Ç

detA = detAT

¹� � �� Í �� Í Î� { � }Ç � �Í Æ�| } �� � � Ç � � 	 � 
 � � � � �

i, j = 1, ..., n


detA =
n∑

k=1

(−1)i+kaik detAik

detA =

n∑

k=1

(−1)k+jakj detAkj

>� } � Ë 	 � 
 � � � ¢ �

A ∈ (n×m,R)
 rgA

�¡ ¤ À © ¸ �¼ © �� © � � � �� �© � �� © ¿ � °� � � � �� £  © �¤ �� � �� ¾�

Ë � Ç � {Ó � }� }Ç � }| } ~ >� } � � 	 � 
 � � � � �

A ∈ (n× n,R)

detA 6= 0 ⇔� � � � �� � £  © �¤ �� � �� A ¡ �� � � �� �© � �� © ¿ � °� � � ��

� �



>� } �� { Î� � Ç � } ~ � �Ó �È {Ó | } �� } � 	 � 
 � � � ¢ �  � �¼ �� ¤ © � �¼ Á� � ¼ �� �

�#" � � -  0 9 . 9� � : ) 8 � - � )

� Æ� �� { �{ È ~| ÆÇ Ë 	 � 
 � � « � � 〈·, ·〉 : V × V −→ R

• ∀u, v, w ∈ V, ∀λ, µ ∈ R : 〈u, λv + µw〉 = λ 〈u, v〉 + µ 〈u,w〉

• ∀u, v ∈ V : 〈u, v〉 = 〈v, u〉

• ∀u ∈ V : 〈u, u〉 ≥ 0

• ∀u ∈ V : 〈u, u〉 = 0 ⇔ u = 0

�ÈÓ � � � ��� � Æ� �� { �{ È ~| ÆÇ Ë 	 � 
 � � � ¶ � �  Â �� ¼ �¤ �¡ ª � � · � � �� �© � Á� � ¼ � 〈·, ·〉 : V × V −→ C

• ∀u, v, w ∈ V, ∀λ, µ ∈ C : 〈u, λv + µw〉 = λ 〈u, v〉 + µ 〈u,w〉

• ∀u, v, w ∈ V, ∀λ, µ ∈ C : 〈λv + µw, u〉 = λ〈v, u〉 + µ 〈w, u〉

• ∀u, v ∈ V : 〈u, v〉 = 〈u, v〉

• ∀u ∈ V : 〈u, u〉 ≥ 0

• 〈u, u〉 = 0 ⇔ u = 0

�| Æ� � ~ �� Í Î� { >� | Ó Ë 	 � 
 � � « � � ± � ¥¤ � � � © �¼ �� � £ ¥© �© �  � � � � ¥¤

� Æ� �� { �{ È ~| ÆÇ � �� @� Ç { � � � 	 � 
 � � « � �

(V, 〈·, ·〉) � � ¥ � � � �¡ ª � �� ± �
 B = {u1, ..., un}

· © ¡ �¡� �� V �

GB =






〈u1, u1〉 · · · 〈u1, un〉�
�� � � � �
��

〈un, u1〉 · · · 〈un, un〉






 ��� � « �

� } ~| � � � { Ç � Ò È {Ó Ë 	 � 
 � � « � �  � ¥ � � � � ¡ ª � �� �© �¼ (V, 〈·, ·〉)

‖ x ‖=
√

〈x, x〉  ��� � ¯ �

Ò È {Ó � 	 � 
 � � « ¯ �

V � � � ¼ � �� ¤ �� ± � ¥¤ � � � © �¼ �¿ ��

R
 ® �� � ‖ · ‖: V −→ R

¼ �¤�

• ∀u ∈ V : ‖ u ‖≥ 0

• ‖ u ‖= 0 ⇒ u = 0

• ∀u ∈ V, ∀λ ∈ R : ‖ λu ‖= |λ|· ‖ u ‖

• ∀u, v ∈ V : ‖ u+ v ‖≤‖ u ‖ + ‖ v ‖  § � � � ª ¥¡ �� � � � � ª � �� � �

�| �{ �Ó | Ó � }È {Ó Ë 	 � 
 � � « ¯ � ‖ (x1, ..., xn) ‖∞:= max{|xi|
∣
∣i = 1, ..., n}

�| �{ �Ó | Ó � }È {Ó Ë 	 ��
 � � � ¶ �¶ �

m,n ∈ N, G ⊂ Rm

C0
b (G) := {f | f ∈ C0(G), ¡ �  |f(x)| <∞}

‖ f ‖∞:= ¡ �  |f(x)| ∀f ∈ C0
b (G)

�� � �Í ÎÓ � 6 � �� �È }2 � { �� }� Ë 	 ��
 � � �¶ �¶ �

m ∈ N, G ⊂ Rm,

� � � � � {fn} ∈ C0
b (G), f ∈ C0

b (G) {fn} © � Á

G � � � �ª �¼ °� � ¥��� �� � �� ¤ � � � �� f ⇐⇒

lim
n→∞

‖ fn − f ‖∞= 0

 ��� � ³ �

3� | Í Î�4 � Í Î �� { �� Í Î� � �� � �Í Î| } � � 	 � 
 � � « � �

∀u, v ∈ V �� � � �� �© � �� © ¿ � °� � � � : | 〈u, v〉 | ≤‖ u ‖ · ‖ v ‖  �� �¶ �

� �

@ � Ç { � Æ Ë 	 � 
 � � « ³ �

M� � ª �¤ � � �� � À �� � �� d : M ×M −→ R

¼ �¤�

• ∀x, y ∈ M : d(x, y) ≥ 0

• d(x, y) = 0 ⇔ x = y

• ∀x, y ∈ M : d(x, y) = d(y, x)

• ∀x, y, z ∈ M : d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

(M,d)

� � � µ¤ ¼ �¤ � �¡ ª � �� �© �¼

� { Ç ÎÈ }ÈÓ � �� �� Ç �Ó Ë 	 � 
 � � ¯ � �

(V, g) � � ¥ � � � �¡ ª � �� ± � ¥¤ � � � © �¼ 
 dimV = n� {u1, ..., uk}

� � � µ¤ � � ¤ ��� � � ¼ © �

® �� ��

∀i, j = 1, ..., n : 〈ui, uj〉 = δij

 ��� � � �

@ � Ç { � Æ| } ~Ò È {Ó � � �� �� � � �À �¤ � � ¥




�� � ¼¿ � � �� �¤

z { � Ó 4 �{ Î� { ~4 � Í ÎÓ � ~Ç� Í Î�� � { Ç ÎÈ }È {Ó � � �� � � {| } �� 2 � { �� Î{ � } � 	 � 
 � � ¯ � �

(a1, ..., an)

� �� �© � �� © ¿ � °� � �Ã� �¡ nÃ � �  � �� �� ± � ¥¤ � � �� �� � � ¥ � � � � ¡ ª � �� ± � ¥¤ � � � © �¼ V �
b1 =

a1

‖ a1 ‖

bk+1 =

ak+1 −
k∑

i=1

〈ak+1, bi〉 bi
‖ · · · ‖

Á �� k = 1, ..., n− 1 � �� �¡ ¿ �� � �¤ ¡ ¿ � ¡ ¤ � � �� � �� � � ¤ ��� � � ¼ © � ¡ ² ¡ ¤ �¼ ¡ (b1, ..., bn)

� { � | � �{ È ~| ÆÇ Ë 	 � 
 � � ¯ « �
x, y ∈ R3

x× y := (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1)

 ��� � � �

È { Ç ÎÈ �È }� � � @� Ç { � � Ë 	 � 
 � � ³ � �

A ∈ (n× n,R) ¼ �¤

AAT = E

A−1 = AT

� } �Ç �{ � @� Ç { � � Ë 	 � 
 � � �¶ � � £ � � (a1, ..., an)

� � ¤ ��� � � ¼ © �¿ © ¡ �¡� ��

Cn

A
T
A = E

A−1 = A
T

�#" � � 9+ ) ' � ) * � ) - ' . � 9 0 9 ' )� * �& * � ) '

� � �� } �� { Ç Ë Ã� � ¥¤ � � 	 � 
 � � � � ³ �

V

± � ¥¤ � � � © �¼ 
 f ∈ hom : V −→ V � λ � � � µ¤  � � �� ® �� ¤� �� f 
 ® �� � ∃u ∈
V \{0}
 �� �

f(u) = λu

 ��� � � �

 �� ± � ¥¤ � � v ∈ V

� � � µ¤  � � ��� � ¥¤ � �� �� f� �¼  � � �� ® �� ¤ λ
 ® �� �

f(v) = λv

 �� � � �

� � �� }{ �| Ó � Ë 	 �
 � ³ ³ � ¬¡ ¤ λ  � � �� ® �� ¤� � f 
 ¡ � � ¡ ¤ � �� 	� ¤ ��� � ¥¤ � � � © �¼ Eλ

Eλ := ker(f − λE)

 �� � ¢ �

� �



� � �� } �� { Ç � � 	 � 
 � � � �¶ �

λ ∈ V

� ¡ ¤  � � �� ® �� ¤ � �� � �© �� © ¤ �¡ ª � �� À © ¤ � �¸ 
 ® �� �

det(A− λE) = 0

 �� � ¦ �

� � �� ��

• ∃x ∈ img(A) ¼ �¤

x 6= 0

• ∃x ∈ img(A− λI) ¼ �¤

x 6= 0

Á �� (A− λI)x = 0

• {0} ⊂ 6= ker(A− λI)

• A− λI� �ª �¤ ��� �� ¤ � �� ¿ © � ® �� � det(A− λI) = 0

• �© � �� �© ¡ ª �© � © ¥¤ �� �¡ ¤ �¡ ª � � �� �² � � ¼

• (A− λE)x = 0

�© ¤� �� � � � �� �� ¡ ª � � � � �� � ½ Ñ ¡ �� � �� 
 ® �� � det(A− λE) = 0�

3 Î� { � ÆÇ � { �� Ç �� Í Î�� �È � � }ÈÓ Ë 	 � 
 � � � � � �

f : V ∈ hom −→ V P (t) := det(f − t · E)

¿ © ¡ � ¡ �� © ¿ � °� � � �

Å| } ~� Ó � }Ç � �� � Ç � ~ � { � � �� º{ � � 	 �
 �¶ � � 7 � � �¡ ¥� ¼   � �¸ � �� � ²� � ¼ � � ¼ Ð � © �

n ≥ 1
 �� �� � � � � P : C −→ C�© ¤ ¼ �� � �¡ ¤ �� ¡ � �� � � � � �¡ ¤ � � � ��  ¡ � � �¤� n ≥ 1, c0, · · · , cn ∈ C

�� �

cn 6= 0
 ¡ � ® � �

P (z) = cnz
n + · · · + c1z + c0

 ��� � « �

� � �� �¡ � �¿ ¤ � �� �� � ² ¼ �� nÃ ¤ �� Ð � © � � ¡ 
 n ≥ 1� § ©� � ∃bn, aj ∈ C, ∀j = 1, ..., n, ∀z ∈ C

¼ �¤

P (z) = bn

n∏

j=1

(z − aj)

 ��� � ¯ �

@| � Ç � � � � Æ� Ç �È }� � � Ç � � = { Ë � Ç � {Ó � }� }Ç � } � 	 � 
 � � � � � �

A,B ∈ (n× n,R)�

det(AB) = detA detB

 �� � ³ �

� � } ~ � | Ç � � Æ� �Ç ~ � { � � �� } �� { Ç � º � � 2 � {� Í Î � � ~ � }� } ��� � } � 	 � 
 � � � � � � § � � § �¤ �� ¼ �� ©� ¤ � � °� �¤ � �ª �¤� ��� �� ´ © � � � �� �� · © ¡ � ¡ © ¿ � £ � � S �� � �� ¤ � �� ¿ © � � (n, n)Ã À© ¤ � �¸ � A∗ = SAS−1� § ©� � � � �¤

detA∗ = detS detA detS−1

= detA detS detS−1

= detA detE

= detA

� � � � �� Í Î Î� �Ç Ë 	 � 
 � � � � � �

A

� ¡ ¤ (n, n)Ã À© ¤ � �¸ �

• z � ÈÓ � Ç { �� Í Î

rg := dimEλ(A) = n− rg(A− λE)

• � � �� º{ � �� Í Î ¼ © ¸ �¼ © � � �� ¤ ��� � �� (t− λ)

�#" � � � - �� � � : � ) '� * � '� �& * �� � 9 & '

� � � º Ç � ~ A| } � � � { Ç � { � � � { � Ç È { Ë 	 � 
 � � � � ³ �

f ∈ hom : V −→ V 
 f � ¡ ¤ ¡ � �¿ ¡ ¤ © � � �� � � �� ¤ 
 ® �� � ∀u, v ∈ V

〈f(u), v〉 = 〈u, f(v)〉  �� �¶ �

� � } Æ{ � Í ÎÇ � { >� | Ó � 	 �
 � � � �

v

�¡ ¤  � � ��� � ¥¤ � � � � ¡ ¡ � �¿ ¡ ¤ © � � �� � � �� ¤ �� �  �� © ¤ � � ¡ f : V −→ V � 	� ¤ �� � © �¼

W := {w ∈ V |w ⊥ v}  �� � � �

� ¡ ¤ �� � © � �©� ¤ �� ¤ �� f �

� � �� �� f(W ) ⊂W 
 〈w, y〉 = 0 −→ 〈f(w), v〉 = 〈w, f(v)〉 = 〈w, λv〉 = 0

� ¢

@� Ç { � � | } ~ � Æ� �� { �{ È ~| ÆÇ � 	 �
 � � ¢ �

(V, 〈·, ·〉) � � ¥ � � � �¡ ª � �� ± � ¥¤ � � � © �¼ 
 � � ·

vi

� �� V 
 f : V −→ V� �� ¼ � �  � �¡ ¼ � ¡ 
 À © ¤ � �¸ A � � � �¿ �� � �� ª �

aij = 〈vi, f(vi)〉
 ��� � � �

f

�¡ ¤ � �� © � �©� � ¡ � �¿ ¡ ¤ © � � �� � � �� ¤ 
 ® �� � A

¿ �� � � � � ª �

vi

¡ ² ¼ ¼ �¤ � �¡ ª � �¡ ¤ �

� � �� �� f(vj) =
n∑

i=1

〈vi, f(vj)〉 vi

� � Ó Ó � Ç { �� Í Î� @� Ç { � � Ë 	 � 
 � � � � ¢ �

A ∈ (n× n,R)

� � � µ¤ ¡ ² ¼ ¼ �¤ � �¡ ª �
 ® �� � A = AT �

� � � º� Ç � ~ A| } � � � { Ç � @� Ç { � � Ë 	 � 
 � � � � ¦ �

A ∈ (n× n,C)

� � � µ¤ ¡ � �¿ ¡ ¤ © � � �� � � �� ¤ 
 ® �� � AT = A

� � �� }� Í Î� �Ç � }� � � º� Ç � ~ A| } � � � { Ç � { @� Ç { �� � } � 	 � 
 � � � � ¦ �

>� � � � � � �� } �� { Ç � λ

 � � �� ® �� ¤� �� A
 u 6= 0

 � � ��� � ¥¤ � �� � A�

� � �� ��

λ 〈u, u〉 = 〈λu, u〉 = 〈Au, u〉
=

〈
uA, u

〉
=
〈
u,Au

〉

=
〈
u, λu

〉
= λ 〈u, u〉

� � �� }2 � ÆÇ È { � } � �� � � { � � �� } �� { Ç � λ 6= µ

 � � �� ® �� ¤ �� �� A
 u  � � ��� � ¥¤ � �� �� λ
 v  � � ��� � ¥¤ � �� �� µ


=⇒ u ⊥ v

� � �� ��

λ 〈u, v〉 = 〈λu, v〉 = 〈Au, v〉
=

〈
uA, v

〉
=
〈
u,Av

〉

= 〈u, µv〉 = µ 〈u, v〉
= µ 〈u, v〉

® � � �� λ 6= µ =⇒ 〈u, v〉 = 0 ⇔ u ⊥ v�

?� | � Ç � Í Î� � }Ç { � }� �È {Ó � Ç �È } � 	 �
 � � � �

A ∈ (n× n,R) −→ P ∈ O(n)

• ª �© � © ¥¤ �� �¡ ª �¤ � ¡ ª � � �� � ²� � ¼ p(λ) = det(A− λE) ¼ �¤ � � � � ¡ ¤ � � � �� λi

• ∀k = 1, ..., r

· © ¡ �¡ w1, ..., wn

� � ¡  � � �� � © �¼ ¡ Eλ,k

¿ �¡ ¤ �¼ ¼ �� � À �¤ �� � �� ½ Ñ¡ �� � �¡ Ð � � � ª � �� �¡ ¡ ² ¡ ¤ �¼

(A− λkE)x = 0

• w1, ..., wn

� � ¤ ��� � � ¼ © � �¡ � �� �� � � v1, ..., vn

•
(v1, ..., vn) := (v1, ..., nn,1, ..., v1, ..., vn,r)

P := (v1 · · · vn)

� � � ÆÇ {| Ó Ë 	 � 
 � � � � ³ � À �� � � © � � ��  � � �� ® �� ¤ � � �� �� � �� �© � �� ¾¿ ¿ � � � �� � f : V −→ V

� � � ÆÇ {| Ó � � Ç � �

n ∈ N, A ∈Mn×n
K� �

σ(A) : = {z | z ∈ C, A− zI� � ª �¤ �� ¤ � �� � �� ¿ © � }
= {z | z ∈ C, det(A− zI) = 0}
= {z | z ∈ C, z

 � � �� ® �� ¤� �� A}� � � µ¤ £  � ¥¤ � �¼ � �� A� C\σ(A)

� � � � �¡ � �� �� ¤ �� ¼ �� � ��

� � � �¡ � �� �� ¤ �� ¼ �� � �

R(A, z) := (A− zI)−1  ��� � � �

� ¦



� { È A � ÆÇ È { Ë 	 �
 � � ¢ � « �

V

� �� �© � �� �© �¼ 
 P ∈ L(V, V )� � ¤ �� ��� © � �� � � � � � ¥¤ � � P ⇐⇒
P 2 = P

 ¬ � �¼   � ¤ ��� �

P = P ∗  £ ² ¼ ¼ �¤ � � � �

� � � ÆÇ { � �� � Ç � � 	 � 
 ��� � � ³ � · ©� © ª �Ã �© �¼ (V, ‖ · ‖)
 f ∈ hom : V −→ V

�¡ ¤ ¥� ¼   © ¥¤ � § ©� � �¸ �¡ ¤ � �� ¤ � ��� � ª �¤� �� ¡ ª �® �� � �� � � � � � � � �¡ £  � ¥¤ � �¼ ¡� �� f © � ¡ © ¿� ° � �¿ © �� � � � ��  � �¼ �¤ �� ¼ �¤

0 © �¡ � ��� � � ¼ Ñ � � � ª � �� Â ° �ÃÁ �� �¡  �� ¥¤ �

� � � ÆÇ { � �� � Ç � � � }�� ? �� º � { Ç4 >� | Ó � � 	 � 
 � � � ¢¶ � ¥� ¼   � �¸ �� Â � �¿ �� ¤ Ã �© �¼ (V, 〈·, ·〉)
 f : V −→ V ¡ � �¿ ¡ ¤ © �Ã� �� � � �� ¤ �  �� © ¤ � � 
 ¥ � �� � � � ��  �� © ¤ � � �

• £  � ¥¤ � �¼ � � � �

• �� � ¼ � �� �� � {λj |j ∈ J} � �� � �ª �¤� �� ¡ ª �® �� � �� � ��  � � �� ® �� ¤ �� �� Á

• � � ¤ ��� � � ¼ © � ¡ ² ¡ ¤ �¼ {uj |j ∈ J}� �� ±
 �© µ

lim
j→∞

λj = 0

• ∀u ∈ V � �¿ ¤ �¡ · � � �

f(u) =
∑

j∈J

λj 〈u, uj〉uj

� � � ÆÇ { � �� � Ç � � = { � } ~� �Í Î ~ �Ó � }� �È }� � � } >� | Ó � 	 ��
 � � ¢ � ³ �

V

� �� �© � �� �© �¼ ¼ �¤

dim V < ∞, T ∈
L(V, V ) ¡ ² ¼ ¼ �¤ � �¡ ª �
 λi

  © © �® � � ¡ �� �� ¡ ª � � � � �� �  � � �� ® �� ¤ �� �� T 
 �©� � � � �¤ Á �� � �� � � � � � ¥¤ � � Pj

� �¡  � � �� Ã� © �¼ ¡� � λj

© � ¡ � ker(T − λjI)
 ® � ¿ � � nj

� �� k ± � � � Á© ª � � � �¤ ��

� � k∑

j=1

Pj = I

� � PiPj = PjPi = δijPi

��� T =
k∑

j=1

λjPj

� { Ç ÎÈ �È }� � � { >� | Ó | } ~ 1� �� { � | Ó � 	 ��
 � � � ¯¶ �

V

� �� �© � �� �© �¼ 
 U ⊂ V, M ⊂ V� � M⊥ := {u | u ∈ V, ∀x ∈ M : 〈u, x〉 = 0} ⊂M �� � � � � µ¤ � � ¤ �� ��� © �� © �¼ � �� U

� � M⊥ := (¡  ©� M)
⊥

��� ¡  ©� M ∩M⊥ = {0}�� M⊥⊥ = ¡  ©� M¢ � V = U ⊕ U⊥, dimV = dimU + dimU⊥

�#" � � 9 0� )* ��� 8 � - � )

� { �4 ? �� º � { Ç4 >� | Ó Ë 	 � 
 ��� � � « � ± � ¥¤ � � � © �¼ V

�¿ ��

F

¼ �¤ ¥� ¼   � �¸ �� £ ¥© �© �  � � � � ¥¤ 〈·, ·〉 : V × V −→ F� � � µ¤ £ ¥© �© �  � � � � ¥¤ �

? �� º � { Ç4 >� | Ó Ë 	 � 
 � � � � ¯ �  �� � � °Ã Â � �¿ �� ¤ÄÃ �© �¼ � � � µ¤ Â � �¿ �� ¤ÄÃ �© �¼ 
 ® �� � �� ¼ �¤ � �� �� � �� � �� ¤ �¼ � � � ¼� �� · ©� © ª �Ã �© �¼ �¡ ¤ �

3� | Í Î�4 � Í Î �� { �� Í Î� � } �� � �Í Î| } � � 	 � 
 � � � � ³ �

(V, 〈·, ·〉) �¡ ¤ � � °Ã Â � �¿ �� ¤ Ã �© �¼ �

∀u, v ∈ V : | 〈u, v〉 | ≤‖ u ‖ · ‖ v ‖  �� � � �

� Í Î� | ~ � {4 ��� �� Ë 	 � 
 � � � �¶ � �¡ ¤ � �� � · © ¡ �¡ B := {uj |j ∈ N} �¼ �� �� � � � ª �Ã � �¼ �� ¡ ��� © � �� � � � ¼ � �� ¤ �� ± � ¥¤ � �Ã� © �¼ 
 ® �� � ∀u ∈ V � �¿ ¤ � ¡ � �� �� � � � � λj ∈ F

¼ �¤

∞∑

j=0

λjuj := lim
n→∞

n∑

j=0

λjuj = u,

∞∑

j=0

λjuj = 0 =⇒ λj = 0 ∀j ∈ N

§ © ¡ � � ¤ ��� � � ¼ © �¡ ² ¡ ¤ �¼ � � � µ¤� � � � ¡ ¤ °� � � � �¡ � � ¤ �� ��� © �¡ ² ¡ ¤ �¼ �� «

� � �k � p v�� k sk n k n o � q vq


" $ : & 0& �& * � : )/ - ' � 9& '

@ � º �| � 4 1{ � }� �È {Ó � Ç �È } Ë 	 ��
 � � ³ � ¢ �  � � �� © � ª � � �¿ � � ª � �� � © ¤ ��� © � � ¾¿ ¿ � � � �� � � f : C −→ C, a, b, c, d ∈
C,

∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
6= 0

f(z) :=
az + b

cz + d

 �� � �

z ∈ C\{− c
d}

® �� � c 6= 0
z ∈ C

® �� � c = 0

3� | Í Î�4 > � �Ó � } }� Í Î� Ë �Ì � { � }Ç �� � �� � �Í Î| } �� } Ë 	 � 
 � � « � �

f(x, y) = (u(x, y), v(x, y))

ux = vy

vx = −uy

Î� {Ó È } �� Í Î� Å| } ÆÇ �È } � 	 � 
 � � « ¯ �

f : D ⊂ C −→ C

©� © �² ¤ �¡ ª �� § � � � � � � � �� � �� ¥¤ ��� �� u, v ¡ �� � �© � ¼ �� � ¡ ª ��

∇2u = 0

∇2v = 0

� � �� �� � © � ª �² Ã � � �¼ ©� � Ã § Ð ½ ��� � �¤ � © ª �
x, y

� � ¨ �� �� ¤ � �� �� �

uxx = vxy, vxy = uyy

uyx = vyy, vxx = uxy

�� � �¿ ¤ uxx + uyy = 0 �� �

vxx + vyy = 0�

� � �� �� À � �¤ �  � � ¥© ¤ ��� ¼ �¤ � �� �� ¥� ¼   � �¸ �� � © � � � ¡ ¤ ® � � À � �¤ �  � � ¥© ¤ ��� ¼ �¤ � �� �� À© ¤ � �¸� �� ´ © � � � �� ��· © ¡ � ¡ (a, b)

R
2 × R

2 −→ R
2 × R

2

(
a −b
b a

)

=

(
ux −vx

uy vy

)

�È } �È {Ó �Ç �Ç � 	 � 
 � � « ³ �

f : D ⊂ C −→ C

©� © �² ¤ �¡ ª � �� �� ¥¤ ��� 
 z ∈ D, f ′(z) 6= 0� § ©� � �¡ ¤ Á ¥�� Á� � ¼ � � ® � �� � � � � °� � � ��� �� c1

�� �

c2

¤ � � ¨ �� ¡ � ª � �� ¤ �� ´ �� ¥ � � α
 ¡ � ¡ �� �

f ◦ c1 �� �

f ◦ c2

�� 	 ¼ � �¿ �� � f(z) © � ª � � � � � � °� �

�ÈÓ � � � �� � }Ç � �{ � Ç �È } Ë 	 � 
 � � ¯¶ �

f : D ⊂ C −→ C, c :]a, b[−→ D ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � � � ��� ��

∫

c

f(z)dz :=

∫ b

a

f(c(t))c′(t)dt

:=

∫ b

a

� �f(c(t))c′(t)dt+ i

∫ b

a

img f(c(t))c′(t)dt

� }Ç � �{ � �� � Ç � 2 È } 3� | Í Î� � 	 � 
 ��� ¯ � �

f : D ⊂ C −→ C
 c � �� � � � ¡ ª � �� ¡ ¡ �� � ¡ ¤ ª ¥® � � ¡ � ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � � � ��� � ��

D
 � � � � �� �� � � ¡ © ¼ ¼ �� � °� � �� � �� · �� � �ª � ¿ �� ©� � �¤ �

∮

c

f(z)dz :=

∫

c

f(z)dz = 0

 �� � �

� }Ç � �{ � � �È {Ó � � 2 È } 3� | Í Î� � 	 � 
 � � ¯ � �

f : D ⊂ C −→ C

©� © �² ¤ �¡ ª �
 c ¡ ¤ � ª ¥® � � ¡ � ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � � � ��� � ��

D
 � � � � �� �� � �� Á© ª �� � ¡ © ¼ ¼ �� � °� � �� � �� · �� � �ª �

G ⊂ D

¿ �� ©� � �¤ 
 z0 � �� �� � �� �� � �� ¥¤� �� G�

f(z0) =
1

2πi

∮

c

f(z)

z − z0
dz

f ′(z0) =
1

2πi

∮

c

f(z)

(z − z0)2
dz


® � ¿ � � c �© ¡ z ¼ �¤   � ¡ �¤ �� �� � � � �� ¤ � �� �� � � �� ¼ © � �¼ � ° � Á¤ �� ¯



>�� � ~| � }� � Ç � � 	 ��
 � � ³ � ³ �

f

¿ �¡ © � Á z �� �� ¼ � �  �

∫

∂G

f(z)dz = 2πi

n∑

j=1

Reszj
f

 �� � �

�{ �� �Ç � {| } � ~ � { 3� | Í Î�� Í Î� } � }Ç � �{ � � �È {Ó � � � 	 � 
 � � ¯ ¦ �® � � ¬� ¤ � �� © � Á� � ¼ � �� �� � © � ª �² 


f (n)(z0) =
f(z)

(z − z0)n+1
dz

 �� � �

@ �Ç Ç � � �� { Ç� � Ç � � 	 � 
 � � ¯ ³ �

f : D −→ C

©� © �² ¤ �¡ ª �
 r > 0
 �© µ © ¿ � �¡ ª � �� ¡ ¡ �� � � � � �¡ ¡ ª � � �¿ � �¼ z0

� � ¼ �© � � � ¡

r

�� D

� � � �¤ �

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reit)dt

 �� ¢ �

�� Ç � 2 È } ¹ �È | 2 �� � � � 	 � 
 � � ³ � �

f : C −→ C

©� © � ² ¤ � ¡ ª �� ∀z ∈ C, ∃M > 0 : |f(z)| ≤M ⇒ f

¥�� ¡ ¤ ©� ¤ �


" ! 8 ) 9: ) ' .� * � � ) 0 0 - '+ - ' . � 9 '+ - 0� * 9� �� ) '

¹� | { � }Ç { � � Î� Ë 	 � 
 ��� ³ ¯ �

f : D ⊂o C −→ C

©� © � ² ¤ � ¡ ª �
 Á �� 0 < r1 < r2

� ¡ ¤ © ¿ � � ¡ ª � �� ¡ ¡ �� � � �� � � �¿ � �¤

R = {z | |z − z0| < r} ⊂ D �� ¤ �© �¤ �� �

L(x) :=

∞∑

i=0

ai(z − z0)
i

︸ ︷︷ ︸

A

(x) +

−1∑

j=−∞
ai(z − z0)

−i

︸ ︷︷ ︸

H

(x)

 �� ¦ �

A(x) ©� © �² ¤ �¡ ª � �� � � � �  � �¿ �� ¤ � � � �

H(x)

Â© �  ¤ ¤ � � �

ak =
1

2πi

∮

|c−z0|=r

f(c)

(c− z0)k+1
dc =

1

k!
f (k)(z0)

 �� « �

>�� � ~| | Ó Ë 	 � 
 ��� ³ ¯ �

L(x, z0) =
∞∑

i=−∞
ai(z − z0)

i

Resz0f := a−1 =
1

2πi

∮

c(z0)

f(ω)dω

 �� ¯ �

� } �� } ~| } � ~ �� >�� � ~| | Ó � � 	 ��
 � � ³ � ¯ �

z0 ∈ C, r0 > 0, f

�� �� ¼ � �  � �� {z | z ∈ C, 0 < |z − z0| <
r0}, n ∈ N

� � z0 �� �

nÃ ¤ �� � � �� �� �
 Á �� k ≤ n � � �� � �¿ ¿ © �

g(z) := (z − z0)
nf(z)

�© ¤ ¿ � � z0 � �¿ ¿ © � � £ �� � � �© � �¤ °¤ �� �

lim
z→z0

(z − z0)
nf(z) �¸ � ¡ ¤ � �� ¤

� � z0 �� � � � � � �� �� �

Res(f, z0) = lim
z→z0

(z − z0)f(z)

 �� ³ �

��� Á© � � ¡ z0 �� �

kÃ ¤ �� � � �� �� � ¼ �¤

k ≤ n

Res(f, z0) =
1

(n− 1)!
lim

z→z0

dn−1

dzn−1
(z − z0)

nf(z)
 �� � ¶ �

�� �� © �

p ≥ �� © �

q + 2, p 6= 0
∞∫

−∞

q(x)

p(x)
dx = 2πi

∑

=zj>0

Res(
q

p
, zj)

 �� � � �

� ³

� � �� �� Â© �¿ ¡ ª � � �� � �¿ �� ¬¼ Ã � �Ã § �© �� © ¼ ¼ 
 � � � © � � � ¡ £ �� � � �© � �¤ °¤ �� ¼ �¤ = > 0 �� Á© µ¤ � � ® � �´ � � �� ¤ � �� © � �� � �� � �� �� 
 ¿ � �¼ � �� � �� ¤ � �� © � � �� �© � � � ¡ � � � �� �� �� � � �ª � ¡ �¤� �� �� � ¡ � ¼ �¤ � � � � �� �© �¤ �� � § �� � � ¡ ¤ �¡ ¤ � � �£ �¼ ¼ � �� �� � �¡ � � � �� �

¢ � Res( g
h , z0) = g(z0)

h′(z0)

�{ Ç � } ~ � { � � } �| �� { �Ç �Ç � } Ë 	 � 
 ��� ³ ¯ � 	 � 
 � � ³ � � �

• Î� º º� {Â© �  ¤ � � �� �� ¡ ª �® �� � �¤ 
 ak = 0 k < 0 
 � �� ¥¤ ��� ¥©� � ©� © �² ¤ �¡ ª � Á� � � � ¡ �¤� ¤ ® �� � ��

f(z) =
sin z

z
=

1

z

(

z − z3

3!
+
z5

5!
− ...

)

= 1 − z2

3!
+
z4

5!
− ...

ak =







0 k < 0

0 k ≥, k �� � �� © � �

(−1)
k
2

(k+1)! k ≥ 0, k � �� © � �

f(z) = 1
z + 1

z2

• �È �� Ç � � � �

z0 nÃ ¤ �� � � �� �� �

∀m < n, n < 0 : an 6= 0, am = 0
f(z) = e1/z� � ��

1

z2
cos z =

1

z2

(

1 − z2

2!
+
z2

4!
+ ...

)

=
1

z2
− 1

2!
+
z2

4!
− ...

ak =







0 k < −2

0 k ≥ −2, k �� � �� © � �

(−1)(
k
2

+1)
(k+2)! k ≥ −2, k � �� © � �

• ��� � }Ç � �Í Î�

{ai = 0|i < 0} �© ¤ �� � �� � � � ª �� � � � �  � �¼ �� ¤ �

exp
1

z
= 1 +

1

z
+

1

2!

(
1

z

)2

− ...

ak =

{

0 k > 0
1

(−k)! k < 0

� � v� st sk p v n o � o s vxw m �k � sk
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¹ � �� Í Î �Ç �4 � � ~ � } �| } � Ë 	 ¢�
 �¶ � �

G ⊂ R × R
n, f : G −→ R

n, ∃L ≥ 0


∀(x, y1), (x, y2) ∈ G
‖ f(x, y1) − f(x, y2) ‖≤ L ‖ y1 − y2 ‖  ¢�� � �

Ë z ¹ | } ~ ¹ � �� Í Î �Ç � � 	 ¢ 
 � ¶ � �

G ⊂o
R × R

n, f : G −→ R
n �� � ¿ �� � � � �ª �

y = (y1, ..., yn) ¡ ¤ �¤ � �  © � ¤ � � � �� � ¨¿ © � �

⇒ f � �� � �¤ ½ �  ¡ ª � �¤� ¿ � � �� � �� �� �¶



� � } ~ � | Ç � � Æ� �Ç� � � Ç � � 	 ¢ 
 �¶ � �

G ⊂ R×Rn, f : G −→ Rn 
 � � � ¡ ¤ �¤ � � � � ¨¿ © � �� � �� ¥© � ½ �  ¡ ª � �¤� � φ, ψ : I −→
R

n� ® � � ½ Ñ¡ �� � �� � �� § Ð ½

y′ = f(x, y)

�¼ ¬� ¤ ��� © � �

I ⊂ R� § ©� � � � �¤

∃x0 ∈ I : φ(x0) = ψ(x0)

∀x ∈ I : φ(x) = ψ(x)

� � �� Ç � }�� � Ç � 2 È } � �Í � { ~4 ¹ � } ~� � � � � 	 ¢�
 �¶ ¢ �

G ⊂o R × Rn, f : G −→ Rn 
 �� ¥© �Ã � �  ¡ ª � �¤� �

∀(a, c) ∈ G ∃ε > 0 �� � ∃ ½ Ñ¡ �� �

φ : [a− ε, a+ ε] −→ R
n  ¢�� � �

� �� § Ð ½

y′ = f(x, y) ¼ �¤ � �� ¾� Á©� �¡ ¿ � � � � �� � φ(a) = c�

� � �� Ç � }�� � Ç � 2 È } � �Í � { ~4 ¹ � } ~� � � � �

J ⊂ R, t0 ∈ J, F : J × Rn −→ Rm
 �¡ � � �¤ ½ �  ¡ ª � �¤� ¿ � � �� � �� �� ∀x0∃f
x0

¾� Á©� �¡® �� ¤  � � ¿ � �¼ 


f : J × R
n ¡ ¤ �¤ � � � � ¨ �� �� ¤ � �� ¿ © �

f ′(t) = F (t, f(t))

f(t0) = x0

@� � �Ó � � �È { ��� � Ç � Ç � ¹ �� | } � Ë

y(·) �¡ ¤ ¼ © ¸ �¼ © � Á� � � �¡ �¤� ¤ ½ Ñ ¡ �� �� � y′ = f(x, y)
 ® �� � Á �� © � � �¡ ½ Ñ¡ �� � ��

z(·) � � �¤

y(·) ⊂ z(·) =⇒ z(·) = y(·)  ¢ � � �

�#" ! � ) � �: ' 0 9 � : ) � 9� )* ) '� 9� 0+ 0 ) 9� : - '+ ) '

��� Ç �Ó 2 È } n Ë z ¹ y�
�

� { ~ }| } � Ë 	 ¢ 
 ³ ¯ �

G ⊂ R × Rn 
 f : G −→ Rn

y′ = f(x, y)

� � � µ¤ £ ² ¡ ¤ �¼ ¼ �¤ ½ Ñ¡ �� � φ : I ⊂ R −→ R
n

• φ

�� G �� ¤ �© �¤ ��

• ∀x ∈ I : φ′(x) = f(x, φ(x))

• y =






y1����

yn





 f =






f1����

fn






•







y′1 = f1(x, y1, ..., yn)
y′2 = f2(x, y1, ..., yn)����

y′n = fn(x, y1, ..., yn)







��� Ç �Ó 2 È } n Ë z ¹ y�
�

� { ~ }| } � Ë 	 ¢ 
 ³ ³ �

G ⊂ R × Rn 
 f : G −→ R

¡ ¤ �¤ � �


y(n) = f(x, y′, ..., y(n−1))¼ �¤ ½ Ñ ¡ �� � φ : I ⊂ R −→ R

• À �� � � {(x, y0, ..., yn−1) ∈ I × Rn : yi = φ(i)(x), 0 ≤ i ≤ n− 1} �� G �� ¤ �© �¤ ��

• ∀x ∈ I : φ(n)(x) = f(x, φ(x), φ′(x), ..., φ(n−1)(x))

>� ~| ÆÇ �È } ~ � { � { ~ }| } � � 	 ¢ 
 �¶ � �

y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n−1))

� � � � ¥¤ ���

§ Ð ½

n

¤ �� � � �� �� �


 n

§ Ð ½ � � � � �� �� �

� ¤ ¥�    � ��

� � ª �¤ �¼ ¼ ��

§ � � § Ð ½

n

¤ �� � � �� �� �

y(n) + an−1(x)y
(n−1) + ...+ a2(x)y

′′ + a1(x)y
′ + a0(x)y = b(b)¥©� � � �� ª �

yk := y(k−1) ∀k = 1, ..., n � �

�� n

§ Ð ½ � � � � �� �� � � ¼ � �® ©� � � �¤ ® �� � ��








y1
y2����

yn








=








y
y′����

y(n−1)








y′ =








0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0��� ��� ��� � � � ���

−a0(x) −a1(x) · · · · · · −an−1(x)







y +








0
0���
b(x)








� �Í � { ~4 ¹ � } ~ � � � �� Í Î�� � }Ç � { � Ç �È� }2 � { �� Î{ � } � 	 ¢ 
 �¶ ¢ �

φ : I −→ Rn �� § Ð ½

y′ = f(x, y) ¼ �¤ ¾´

φ(a) = c, k ∈ N, ∀x ∈ I

φ(x) = c+

x∫

a

f(t, φ(t))dt

φk+1(x) = c+

x∫

a

f(t, φk(t))dt

z � Ç { � } }Ç � �� { �� º � � } Ë 	 ¢ 
 � � � �

I, J ⊂o R
 f : I −→ R, g : J −→ R, f, g ∈ C0 


∀y ∈ J, g(y) 6= 0

y′ = f(x)g(y)

 ¢ � � �

z � Ç { � } }Ç � �� { �� º � � } � 	 ¢ 
 � � � �
(x0, y0) ∈ I × J

F (x) :=
x∫

x0

f(t)dt G(y) :=
y∫

y0

= 1
g(t)dt

H ∈ I, x0 ∈ I, F (H) ⊂ G(J)�©� � ∃ ½ Ñ¡ �� � φ : H −→ R

� �� § Ð ½

y′ = f(x)g(y) ¼ �¤

• φ(x0) = y0

• ∀x ∈ H : G(φ(x)) = F (x)

•
∫

1
g(y)dy =

∫
f(x)dx + c

• y(x) = G−1 ◦ F (x) ∀x ∈ D(y(·))
¹ � }� � { � Ë z ¹ Ë 	 ¢ 
 � � � �

I ⊂ R, a, b : I −→ R

¡ ¤ �¤ � ��

y′ = a(x)y + b(x)

 ¢ � ¢ �

� ¡ ¤ � �� �� © � � § Ð ½ � � � � �� �� �
 ® � ¿ � � b = 0

�� ¼ � � �� 
 b 6= 0

�� �� ¼ � � ��

¹ �� | } � � � }� � { � { Ë z ¹ � 	 ¦�
 � �� � § Ð ½

y′ = f(x)y + g(y) �¸ �¡ ¤ � �� ¤

• yH = exp
∫
f(x)dx

• yP = yH(x)
∫ g(x)

yH(x)dx

• yA = Cny(x) + yP (x)

? ÈÓ È �� }� ¹ �� | } � � � }� � { � { Ë z ¹ � 	 ¢�
 � � � �

x0 ∈ I, c ∈ R, y′ = a(x)y

�©� � ∃ ½ Ñ ¡ �� � φ : I −→ R

¼ �¤

φ(x0) = c ¼ �¤

φ(x) = c exp

x∫

x0

a(t)dt

 ¢�� ¦ �

∀x0 ∈ I ¡ �� � ± � ¥¤ � � �� φ1(x0), ..., φk(x0)

� �� �© � �� © ¿ � °� � � �� �



� } ÎÈÓ È �� }� ¹ �� | } � � � }� � { � { Ë z ¹ � 	 ¢ 
 � � ¦ �

I ⊂ R
 a, b : I −→ R

¡ ¤ �¤ � � � � �� ¥¤ ��� �� 
 �©� � ∀x0 ∈ I�� �

c ∈ R

� �¿ ¤ �¡ � �� � ½ Ñ ¡ �� � ψ : I −→ R

� �� § Ð ½

y′ = a(x)y + b(x) ¼ �¤ � �� ¾� Á©� �¡ ¿ � � � � �� � ψ(x0) = c

φ(x) = exp





x∫

x0

a(t)dt





ψ(x) = φ(x)



c+

x∫

x0

b(t)

φ(t)
dt





¹ �� | } �� 4 Å| } ~� Ó � }Ç � �� �� Ç �Ó Ë 	 ¢ 
 � � ¦ �

y′ = A(x)y

� ¡ ¤ · © ¡ � ¡ (φ1, ..., φn)

φi =








φ1i

φ2i���

φni








∀i = 1, ..., n

Φ :=






φ11 · · · φ1n��� ���

φn1 · · · φnn




�

½ Ñ ¡ �� � �� φ1, ..., φn

¡ �� � � �� �© � �� © ¿ � °� � � � ⇔ det Φ 6= 0� ��� �� � � �¤� φ = Φc, Φ′ = AΦ

� } ÎÈÓ È �� }�� ¹ �� | } �� 4 Å| } ~� Ó � }Ç � �� �� Ç �Ó Ë 	 ¢ 
 � � « � £ ² ¼ ¿ � � �® � � �� ¼ � � �� �


LI =

À �� � � © � � �� ½ Ñ ¡ �� � �� ψ : I −→ Cn� �� y′ = A(x)y + b(x)�§ ©� � Á �� ¿ � � � �¿ � � �¡ ψ0 ∈ LI

LI = ψ0 + LH

 ¢�� « �

¾ � � � �¼ � �� � ½ Ñ¡ �� � © � ¡ ¡  �� � � � � �� �� � �� ¼ � � �� �� ½ Ñ ¡ �� �

Ë z ¹

n

Ç � { � { ~ }| } � Ë

y(n) + an−1(x)y
(n−1) + ...+ a1(x)y

′ + a0(x)y = b(x)
ak : I −→ C, 0 ≤ K ≤ n− 1 ¡ ¤ �¤ � � �� �� ¥¤ ���

W (x) := det








φ1(x) · · · φn(x)
φ′1(x) · · · φ′n(x)��� ���

φ
(n−1)
1 · · · φ

(n−1)
n (x)








W (x) 6= 0 ⇔ �� ¼ � � �� � ½ Ñ ¡ �� � � �� �© � �� © ¿ � °� � � �

�È � � }ÈÓ � ~ � { Ë �Ì � { � }Ç �� � È � � { � Ç È { � } Ë 	 ¢ 
 � � ³ �

P (D)f := a0f + a1Df + ...+ anD
nf

Ë4 �È � � }ÈÓ � � 	 ¢ 
 � � � � ∀P () ∈ C[T ], λ ∈ C : P (D)eλx = P (λ)eλx

Ë4 �È � � }ÈÓ � � 	 ¢ 
 � � � �

P (T ) = Tn +
n−1∑

i=0

T i + a0 ∈ C[T ]

�© ¤

n  © © �® � � ¡ �� �� � �� ©� � ��� �� ¡ ª � � � � �� � � � � � ¡ ¤ � � � �� λ1, ..., λn ∈ C�

φk(x) := eλkx k = 1, ..., n

 ¢�� ¯ �

¿ � � � �¤ � �� �© ¼ �� ¤ © � ¡ ² ¡ ¤ �¼ � �� § Ð ½

P (D)y = y(n) + an−1y
(n−1) + ...+ a0y = 0

��� Ç �Ó � � }� � { � { Ë z ¹ Ë 	 � 
 � � � ¦ ¯ � ∀i, j = 1, ..., n : aij : (a, b) −→ R

� � � � �® �� ¤ � � � � �� ¥¤ ��� �� � � n × nÃÀ © ¤ � �¸ � f : (a, b) × Rn −→ Rn � � � �¿ �� � �� ª �

f(x, y) = A(x)y + h(x)
 ¢ � ³ �

h(x) : (a, b) −→ Rn �¡ ¤ nÃ � �  � � � � � � �® �� ¤ � � �� � �� ¥¤ ��� �� � £ ² ¡ ¤ �¼ �¡ ¤ � �� �© � � h = 0 ⇔ �� ¼ � � �� �

5{ È }� Æ �4 Ë � Ç � {Ó � }� Ç � } � 	 � 
 ��� � « � � 7 � � �¼ £ ² ¡ ¤ �¼ Y 1, ..., Y n

� �� ½ Ñ¡ �� �� �� y′ = A(x)y� �� � �� �© � � � ��§ Ð ½ � � � � �� �� � � ° µ¤ ¡ �ª �´ � �� ¡ ¥ �Ã § �¤ �� ¼ �� ©� ¤ �� W : (a, b) −→ R

�� � ��

W (x) := det(Y 1(x), ..., Y n(x))

 ¢ � � ¶ �

� § � � ¼ �¤ ¥�� ¡ ¤ � �� � �� � �� ¤ �� � « ³

� �

� È { ~� }Ò È {Ó � � �È {Ó Ë 	 � 
 ��� � ¯ � �� � � � � �� ¥� ¼   � �¸ �� À© ¤ � �¸ (n×n)Ã À © ¤ � �¸ A �¸ �¡ ¤ � �� ¤ ��� �� ¤ � �� ¿ © � À © ¤ � �¸
S

SAS−1 =








J1 0 · · · 0
0 J2 · · · 0��� ��� � � � ���

0 0 · · · Jk








 ¢ � � � �


® � ¿ � � � � � 	� ¤ �� ¼ © ¤ � �� �� 7 � � �©� ¼ © ¤ � �� �� Ji

¡ �� �
 � � � � �� � �� �© �� �¡ �� ¼ � � �� �¡ £ ² ¡ ¤ �¼ � �� § Ð ½ ¡ �� ��

� �



�#" � � ) 9� � 9 ) 0 )

y′ = 2xy

� � ª © � �Ã ½ �� � � � Ñ ÁÃ ¬� ¤ �� © ¤ ��� φ(x) = c
i∑

k=0

nfty x2k

k! = cex2

y′′ + y = 0 y1 = sinx, y2 = cosx φ(x) = c0 cosx+ c1 sinx

y′ = a
xy y = cxa

y′ = x2

y3

f = x2

g =
1

y3

∫

y3dy =

∫

x2dx+ c

y4

4 = x3

3 + c

y′ = y2, φ(0) = c � �¤ � �� � ¤ � ±© � �© ¿ � ��

f(x) = 1

g(y) = y2

F (x) = sinx
0 dt = x

G(y) =

y∫

0

dt

t2

= −1

t
|y0

=
1

c
− 1

y

x =
1

c
− 1

φ(x)

c = 0 φ(x) = 0

c > 0 φ(x) =
c

1 − cx
, x <

1

c

c < 0 φ(x) =
c

1 − cx
, x >

1

c

y′ = x
y =

1

y
︸︷︷︸

g

x
︸︷︷︸

f

� �¤ � �� � ¤ � ±© � �© ¿ � ��

G(y) =

y∫

y0

ydu

=
1

2
y2 x ∈ R\{0}

F (x) =

x∫

x0

x(t)dt

=
1

2
x2

G−1(y) =
√

2t t > 0

y(x) = G−1 ◦ (F + C)(x)

=

√

2

(
1

2
x2 + C

)

(x)

=
√

x2 + 2C

y(x) =
√
x2 + C

� ¢

x2y+xy′+(x2−m2)y = 0

� � � � ¥¤ ��� � �� · �¡ ¡ � �Ã § Ð ½ © � Á � � � � �Ã� �� �

y′′ =
1

x
y′′ + (1 − m2

x2
)y = 0

y1 = y, y2 = y′

y′ =

(
0 1

−1 + m2

x2 − 1
x

)

y

y′ = kx, φ(x0) = c φ(x) = cek(x−x0)

y′ = 2xy+x3 � �� �© � � § Ð ½

ψ(x) = φ(x) + φP (x)

= xx2



c+

x∫

0

t3e−t2





  © � ¤ � � � � � ¬� ¤ �� �� © ¤ ���
s = t2

x∫

0

t3e−t2dt

=
1

2
− 1

2
(x2 + 1)e−x2

φ(x) = cex2

ψ(x) = (c+
1

2
)ex2 − 1

2
(x2 + 1)

y′ =

(
3 −2
−1 2

)

p(λ) = λ2 − 5λ+ 4

λ1/2 = 1; 4

y
1

=

(
1
1

)

y
2

=

(
−2
1

)

y
1

= ex

(
1
1

)

y
2

= e4x

(
−2
1

)

� ¦



x′′ = −kx

x(t0) = 0

cotx(t0) = v0

E =
1

2
ẋ(t0)

2 + U(x(t0))

=
1

2
v2
0

G(x) =
1√
k

arcsin

(

x
√
k

v0

)

t− t0 =
1√
k

arcsin

(

x(t)
√
k

v0

)

x(t) = v0√
k

sin
√
k(t− t0)

{
y′1 = −ωy2
y′2 = ωy1

} (
y1
y2

)′
=

(
0 ω
ω 0

)(
y1
y2

)

Φ(x) =





cosωx − sinωx
sinωx
︸ ︷︷ ︸

φ1

cosωx
︸ ︷︷ ︸

φ2





{
y′1 = −y2
y′2 = y1 + x

}

(
y1
y2

)′
=

(
0 −1
1 0

)(
y1
y2

)

+

(
0
x

)

b(x)

Φ(x)
=

(
cosx sinx
− sinx cosx

)

=

(
x sin x
x cosx

)

  © � ¤ � � � � � ¬� ¤ � �� © ¤ ���

u(x) =

x∫

0

(
t sin t
t cos t

)

dt+ c

  © � ¤ � � � � � ¬� ¤ � �� © ¤ ���

φ(x) =

(
−x
1

)

+

c1

(
cosx
sinx

)

+ c2

(
− sinx
cosx

)

y′′ = 1
2xy

′ + 1
2x2 y = 0

Á ��

R+

φ1(x) = x

φ2(x) =
√
x

φ(x) = c1x+ c2
√
x

½ � � �� �� � |x| < 1 (1 −
x2)y′′−2xy′+n(n+1)y =
0

Pn(x) = 1
2nn!

(

c−x2
)(n)

Â �� ¼ �¤ �¡ ª � � y′′ = 2xy′ +
2ny

Hn(x) = (−1)nex2
(

e−x2
)(n)

½© � � � �� � � ¡ ª � � x > 0
xy′′ − (1 − x)y′ + ny = 0

Ln(x) = ex (xne−x)
(n)

y′′′ − y′′ − 2y = 0

P (D) = D3 −D2 − 2D

λ1,2,3 = 0,−1, 2

φ1(x) = 1

φ2(x) = e−x

φ3(x) = e2x

� «

y′′ = ω2y

P (D) = D2 + ω2

λ = ±iω

φ1(x) = eiωx

φ2(x) = e−iωx

ψ1(x) = cosωx

ψ2(x) = sinωx

y(4) + 8y′′ + 16 = 0

P (D) = D4 + 8D2 + 16

(T − 2i)2(T + 2i)2

φ10 = e2ix

φ11 = xe2ix

φ20 = e−2ix

φ21 = xe−2ix

ψ10 = cos 2x

ψ11 = x cos 2x

ψ20 = sin 2x

ψ21 = x sin 2x

x′′+2Mx′+Ω2x = 0® � ¿ � �

M,Ω ∈ R+

P (D) = D2 + 2MD+ Ω2

λ = −M ±
√

M2 − Ω2

ω :=
√

Ω2 −M2

0 < M < Ω

φ1(t) = e−Mteiωt

φ2(t) = e−Mteiωt

M = Ω

λ1/2 = −M ±
√

M2 − Ω2

Mj = −λj > 0 ∀i = 1, 2

φ1(t) = e−Mt

φ2t = te−Mt

M > Ω

φ1(t) = e−M1t

φ2(t) = e−M2t

�#" 
 � ) 0 0 ) '+ 0 ) 9� : - '+ ) '

1� � � } ~ � { �� { Ç � � � � � { Ë z ¹ Ë

(
m∑

i=1

ai
∂2

∂x2
i

+� � � �� � � � ¾¿ � � �¤ �� � ��

)

u = 0 ∀x ∈ G

 ¢ � � � �

� � �� � � � Ç �� Í Î

© � � � ai

� �� �¡ ±� �� � �ª � �� ¡

∆u = 0

 �� ¤ �� ¤ �© � � � � �ª � �� � �

� ¯



� � ?� � � { º È � �� Í Î

© � � � ai

� �� �¡ ±� �� � �ª � �� ¡ 
 ¿ �¡ © � Á � �� � ai

¼ �¤ �� ¤ � � � �� � �¡ �¤� �� ±� �� � �ª � ��

−∆u+
1

c2
utt = 0

 À � �� � �¼ � ´ � � � �� � � � � ª � �� � �

��� �� { � º È � �� Í Î

© � � � ai

� �� �¡ ±� �� � �ª � �� ¡ 
 ¿ �¡ © � Á � �� ai 
 �© ¡ � � � � � ¡ ¤

−∆u+
1

k
ut = 0

´ °� ¼ � � � �¤ �� �¡ � � � �ª � �� � �

− ~
2

2m
∆u+ V (x)u = −~

i
ut

 £ ª �� Ñ � �� � ��Ã Ð � � �ª � �� � �

y4 ~ �Ó 5� � � � } �� � �Í Î| } � �
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