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Abstract

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Wechselwirkung von Scrollringen mit einem
Neumann-Rand in der komplexen Ginzburg-Landau-Gleichung untersucht. Dazu
werden dreidimensionale numerische Simulationen im Parameterbereich der posi-
tiven Filamentspannung und im Parameterbereich der Winfree-Turbulenz durchge-
fithrt. Es wird gezeigt, dass die durch Filamentspannung bewirkte Dynamik wesent-
lich durch die kurzreichweitige Wechselwirkung mit einem Neumann-Rand verdndert
werden kann. Insbesondere kann ein kontrahierender Scrollring zu einem expandie-
renden Scrollring werden, selbst wenn die Filamentspannung positiv ist. In einer
phénomenologischen Beschreibung wird gezeigt, dass die Kontraktionsgeschwindig-
keit eines Scrollrings in sehr guter Ubereinstimmung durch die Addition der Kon-
traktionsgeschwindigkeit eines freien Scrollrings und der Driftgeschwindigkeit einer
Spiralwelle in der Ndhe eines Neumann-Rands erklért werden kann.

Fiir einen Scrollring, dessen Symmetrieachse nicht senkrecht auf dem Neumann-
Rand steht, wird gezeigt, dass im Fall von randinduziertem Méandern ein Kreisseg-
ment des Ring-Filaments synchron maandert und den restlichen Teil des Filaments
zu einer wellenférmigen Bewegung anregt. Unterschiedliche Rotationsgeschwindig-
keiten (der Phasenzeiger) nah und fern des Randes fiihren zu einer Verdrehung der
Phase entlang des Filaments.

Weiterhin wird ein Verfahren zur Bestimmung der Parameter der komplexen
Ginzburg-Landau-Gleichung vorgeschlagen, das auf der Messung der Filamentspan-

nung in Einheiten von Wellenldngen und Periodendauern beruht.
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Kapitel 1
Einleitung

Nichtlineare Systeme zeichnen sich dadurch aus, dass kein einfaches Superpositions-
prinzip fiir ihre Losungen existiert. Wendet man storungstheoretische Methoden auf
das Systemmodell an, so erhilt man in der Regel eine Hierarchie von Gleichungen.
Entspricht die nullte Ordnung einer kleinen Abweichung vom stationéren, homoge-
nen Zustand, so muss zum Losen der ersten Ordnung schon eine Losung der nullten
Ordnung bekannt sein, die oftmals Struktur in Raum und/oder Zeit besitzt. Die
Losungen der nullten Ordnung bestimmen daher die ,physikalischen Gesetze* der
ersten Ordnung.

In vielen Systemen kann die Dynamik in héheren Ordnungen durch einen Ord-
nungsparameter beschrieben werden. Dies ist eine physikalische Grofse, wie eine Am-
plitude oder die Position eines singularen Punktes, die die charakteristische Dynamik
des Systems abbildet. Faszinierend ist, dass fiir viele System universelle Ordnungs-
parameter existieren, die nicht von den Details des Modells abhéangen.

In dieser Arbeit werden oszillatorische Reaktions-Diffusions-Systeme untersucht.
Wenn das System von einem stabilen Fixpunkt zu einem stabilen Grenzzyklus in
einer (superkritischen) Poincaré-Andronov-Hopf-Bifurkation iibergeht, kann die Dy-
namik mit einer Amplitudengleichung angendhert werden. Diese Gleichung ist die
komplexe Ginzburg-Landau-Gleichung (CGLE). Die Amplitude ist ein Ordnungs-
parameter des Systems und beschreibt die langsamen raum-zeitlichen Modulatio-
nen der Oszillation. Fiir viele Reaktions-Diffusions-Systeme besteht eine qualitative

Ubereinstimmung mit den Losungen der CGLE, selbst in einem Parameterbereich,
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der weit vom Hopf-Punkt entfernt ist [25].

Im Rahmen dieser Amplitudennéherung werden Scrollwellen in eingeschrénkten

Geometrien untersucht.

Scrollwellen sind dreidimensionale Erregungswellen. Sie kommen in oszillatori-
schen und erregbaren Reaktions-Diffusions-Systemen vor. Es wird vermutet, dass
diese Wellen eine Rolle beim Verstdndnis von Vorhof-Tachykardie und der Ag-
gregation von einzelligen Amoben (Dictyostelium discoideum) spielen. Scrollwel-
len wurden in der Belousov-Zhabotinski-Reaktion beobachtet. Thre zweidimensio-
nalen Aquivalente, die Spiralwellen, wurden in vielen Systemen beobachtet: intra-
und extrazelluldre Kalzium-Dynamik in biologischen Systemen, Kohlenmonoxid-
Bedeckungsmuster bei der Oxidation auf Platinoberflichen und viele weitere Syste-

me (siehe [25] und die Referenzen darin).

Im Gegensatz zu Wellenlosungen linearer System, z. B. wie der Maxwell-Glei-
chungen, miissen die Wellenquellen nicht extra in das System eingefiigt werden,
sondern sie werden selbstkonsistent durch die Amplitudengleichung allein beschrie-
ben. Im Zweidimensionalen sind die Quellen singuldre Punkte der Amplitude, an
denen die Phase undefiniert ist. Im Dreidimensionalen bilden die singuldren Punkte
Kurven - die Filamente. Die Filamente besitzen Ahnlichkeiten zu singuldren Kurven
in anderen Systemen: In der Hydrodynamik bilden Wirbel (z. B. Tornados) singulére
Kurven im Strémungsfeld und in der Plasmaphysik konnen magnetische Feldlinien
diese Eigenschaft aufweisen. Sowohl in Reaktions-Diffusions-Systemen als auch in
der Plasmaphysik kann es zur sogenannten Rekonnexion kommen, wenn sich zwei
Filamente in einem Punkt beriihren. Dabei werden die anfangs parallel liegenden
Filamente aufgetrennt und neu verbunden so, dass sie hinterher iiber Kreuz verbun-
den sind. So wird vermutet, dass Rekonnexion von magnetischen Feldlinien in der

Sonnenatmosphére zu den gewaltigen koronalen Massenauswiirfen fiihrt.

Alle realistischen Systeme haben endliche Ausdehnung, das erregbare Gewebe
der Herz-Vorhofe ist ausreichend ausgedehnt um die Ausbreitung dreidimensiona-
le Wellen zu ermoglichen, endet aber mit der Herzwand. Ein chemischer Reaktor
ist durch seine Wénde begrenzt. Weiterhin zeigen Untersuchungen von Scrollwellen

in eingeschrankten Geometrien, dass die Dynamik entscheidend durch die Wechsel-
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wirkung mit den Réndern verdndert werden kann. Daher werden in dieser Arbeit
Neumann-Rénder untersucht, die diffusions-undurchléssige Systemgrenzen model-
lieren. Eine wichtige Frage in diesem Zusammenhang ist die nach der Existenz eines
autonomen Schrittmachers. Dabei handelt es sich um eine stationdre Wellenquelle.
Autonome Schrittmacher entstehen u. a. durch die rdumliche Inhomogenitét eines
oder mehrerer Systemparameter. Fin stationdrer Scrollring wiirde hingegen einen
autonomen Schrittmacher darstellen, der ohne Verdnderung der Systemparameter

auskommt und nur eine spezielle Anfangsbedingung benétigt. !
Diese Arbeit ist wiefolgt aufgebaut:

Es werden aufeinander aufbauend Eigenschaften der CGLE im Eindimensiona-
len, im Zweidimensionalen und im Dreidimensionalen zitiert und/oder untersucht.

In Kapitel 2 wird die reduktive Stérungstheorie nach Kuramoto vorgestellt und
auf das modifizierte Oregonator-Modell angewendet. Dort wird gezeigt, wie man die
CGLE als Amplitudengleichung fiir das Oregonator-Modell ableitet. Es wird eine
Abschétzung fiir die Parameter der CGLE berechnet, die auf chemischen Rezepturen
beruht.

In Kapitel 3 werden die Losungen der CGLE und deren Stabilitdt im Zweidi-
mensionalen diskutiert. Insbesondere wird das ,Phasendiagramm® der CGLE einge-
fithrt. Anhand des Diagramms werden Aussagen iiber das Verhalten des Oregonator-
Modells abgeleitet in dem Parameterbereich, der in Kapitel 2 gefunden wurde. Wei-
terhin werden wichtige Literaturergebnisse zitiert iiber die Wechselwirkung einer
Spiralwelle mit einem Neumann-Rand. Dann wird fiir eine bestimmte Parameter-
kombination diese Wechselwirkung numerisch untersucht. Es werden die numeri-
schen Methoden fiir Rechnungen im Zweidimensionalen erklért.

In Kapitel 4 wird die Wechselwirkung eines Scrollrings mit einem Neumann-
Rand untersucht. Es werden kurz die Losungen der CGLE und deren Stabilitat
im Dreidimensionalen diskutiert. Es wird die kinematische Theorie fiir Scrollringe

vorgestellt und ein phénomenologischer Ansatz eingefiihrt um die Dynamik eines

'Hier ist also die Frage ob eine Inhomogenitit in ,nullter Ordnung® durch eine Inhomogeni-
tdt in erster Ordnung® ersetzt werden kann um den selben Effekt zu erreichen, allerdings unter
Ausnutzung der Systemgrenzen.
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Scrollrings bei Rand-Wechselwirkung quantitativ zu beschreiben. Dann werden nu-
merische Methoden beschrieben, mit denen die CGLE im Dreidimensionalen geldst
wird und die Filamente detektiert werden. Danach werden numerische Ergebnisse
vorgestellt fiir den Parameterbereich der stabilen Filamente und fiir den Parame-
terbereich der Winfree-Turbulenz. Der phénomenologische Ansatz wird numerisch
verifiziert. Schlieflich werden Scrollringe untersucht, die beziiglich des Neumann-
Randes geneigt sind.

Kapitel 5 schliefst mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick ab.



Kapitel 2

Reduktive Storungstheorie: vom

Oregonator-Modell zur komplexen

Ginzburg-Landau-Gleichung (CGLE)

2.1 Einleitung

Die reduktive Storungstheorie [21] ist eine Methode um eine nichtlineare (partiel-
le) Differentialgleichung in der Nahe einer Hopf-Bifurkation auf eine Normalform
zuriickzufithren. Diese Normalform ist die komplexe Ginzburg-Landau-Gleichung
(CGLE).

Das modifizierte Oregonator-Modell der photosensitiven Belousov-Zhabotinski-
Reaktion wird storungstheoretisch untersucht. Dabei werden die Parameter das Mo-

dells auf die Parameter der CGLE abgebildet.

2.2 Reduktive Storungstheorie

Betrachte die nichtlineare Differentialgleichung

0

die ein Reaktions-Diffusions-System beschreibt.
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Bei der Modellierung von chemischen Systemen konnen die Variablen X; fiir Kon-
zentrationen der Reaktanden stehen. Der Kontrollparameter p sei fest. Bei Reaktio-
nen kann p fiir die Konzentration von Reaktanden stehen, deren Konzentrationen
festgehalten wird. Dies kann geschehen indem sie in mit der selben Rate in das Expe-
riment gegeben werden, mit der sie verbraucht werden oder im Uberfluss vorhanden
sind. Im modifizierten Oregonator-Modell ist ein wichtiger Kontrollparameter der
photochemisch erzeugte Bromidfluss ¢.

Sei Xo(p) ein Fixpunkt der homogenen Losung von 2.1

F(Xo(p),n) =0

F kann dann um den Fixpunkt in eine Taylorreihe entwickelt werden:

0
a—?:(L+DA)u+Muu—l—Nuuu+... (2.2)
mit
u=X-—X,
L=V,®F
1
MZEVU®VU®F
1
N:§Vu®VH®VH®F
Sei

Lu = A\u (2.3)

das Eigenwert-Problem, das man aus der Linearisierung von F um den Fixpunkt
u = 0 der Differentialgleichung 2.1 erhélt, wenn man die Ortsabhéngigkeit fallen

lasst.
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Wenn die Realteile aller Eigenwerte negativ sind, ist der Fixpunkt stabil. Wenn
der Realteil von einem oder mehrerer Eigenwerte positiv ist, so ist der Fixpunkt
instabil. Die Realteile der Eigenwerte kénnen nun vom Parameter p abhéngen. Wird

i verandert, kann ein stabiler Fixpunkt in einen instabilen iibergehen.

- ~
/ N
/ \
/ \
/ \
| \
o \ |
/
X \
\ /
L N /
y S ’//
Im A Im A
A A
o [ ]
> Re A > Re A
[ ] [ ]

Abbildung 2.1: Hopf-Bifurkation: In der oberen Zeile sind die Trajektorien des dy-
namischen Systems skizziert, in der unteren Zeile die Eigenwerte der Jacobimatrix
L. Uberschreitet ein Paar komplex konjugierter Eigenwerte die imaginére Achse, so
verandert sich die Stabilitdt des Fixpunkts. Aus einem stabilen Fokus wird ein in-
stabiler Fokus. Nichtlineare Terme der Differentialgleichung kénnen die divergente
Bewegung beschranken. Die Trajektorie bewegt sich dann auf einen Grenzzyklus zu.

Die Eigenwerte bestimmen sich aus den Losungen des charakteristischen Poly-
noms det(L — AI) = 0. Da das Polynom reelle Koeffizienten besitzt, konnen positive

Realteile nur auf zwei Arten zu Stande kommen:
e cin reeller Eigenwert wird positiv

e oder ein Paar komplex konjugierter Eigenwerte iiberschreitet die imaginére
Achse von links nach rechts (sieche Abbildung 2.1). Aus einem stabilen Fokus

des Systems wird ein instabiler Fokus. Dies ist die Hopf-Bifurkation.

Sei pe der kritische Parameter, bei dem die Hopf-Bifurkation auftritt. Es gelte
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Re{A(sc)} = 0

und

d

@Re{j‘(#)}hﬂ:uc >0

mit 5\, dem Eigenwert mit maximalem Realteil
M) = Ni(p) mit Re(N;) > Re();) i # j (2.4)

Alle Bestandteile der Gleichungen 2.2 und 2.3 kénnen nun in einer zweiten Tay-
lorreihe in der Wurzel vom Abstand zum kritischen Parameterwert entwickelt wer-

den. So wird die Nichtlinearitat auf systematische Art beriicksichtigt.

u=cu +ciuy+ ... (2.5)
L=Lo+xe®Ly +e*Ly + ... (2.6)
A=X+xEEA +et N+ (2.7)

M = My + x&°M + ... (2.8)

mit dem Kleinheitsparameter € = /| — pe| und y = sig(p — pe).

Die linearisierte Differentialgleichung ohne Ortsabhingigkeit nimmt damit die

neue Form an:

d
&u: Lou+ ye’Liu+...

Dass L einen Term der Ordnung £ hat, motiviert, eine neue Zeitskala 7 = %t
einzufithren. u hangt nun von den zwei Zeitskalen ¢t und 7 ab. Die Differentiation

nach t wird deshalb ersetzt durch
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— = =+t (2.9)

Fiir die Ortsabhéngigkeit geht man analog vor und fiihre eine neue Langenskala

s = er ein so, dass Ortsableitungen ersetzt werden:

V — eV, (2.10)

Diese Wahl der Stérungsordnung der Langenskala stellt sicher, dass eine Diffu-
sionsgleichung in der urspriinglichen Variablen u auf eine Diffusiongleichung in den
skalierten Variablen abgebildet wird. Die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit dieser

Skalentrennung werden weiter unten genannt.

Setzt man nun die Entwicklungen 2.5-2.8, 2.9 und 2.10 in die Differentialglei-
chung 2.2 ein und sortiert nach Potenzen von ¢, so erhdlt man eine Hierarchie von

Gleichungen der Form

mit

Bl - 0
B2 = M0u1u1

0
B, = — (8_ —xL; — DAS> u; + 2Myuuy + Nogujuuy
-

Man kann leicht zeigen, dass die Integrabilitatsbedingung gilt

27 Jwo )
/ U*BV€Zth =0
0

mit wy = Im({\(ue)} und dem zugehérigen rechten Eigenvektor U* von Ly.

Das motiviert die Losungen u, in der Form von Fouriermoden anzusetzen

u, = W(rs)Ue™" + c.c.
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mit dem (linken) Eigenvektor U von L zum Eigenwert wy. Sowie

uy = V [W(7,8)]2e*! + V_[W(7,8)]?e 2" + Vo |[W(7,8)|?

Fiir diesen Ansatz findet man

V, = V_=—(Ly— 2iwyI)"'M,UU (2.11)

Vo = —2L;'M,UU (2.12)

Wendet man die Integrabilitdtsbedingung auf die dritte Gleichung der Hierarchie
an, so findet man die komplexe Ginzburg-Landau-Gleichung fiir den Ordnungspara-
meter W

ow

ST XMW + dAW — g|W W

mit

d = d+id =U'DU (2.13)
g = ¢ +i¢" =-2U0"M,UV, —2U*M,UV, - 3U*N,UUU  (2.14)

Das Vorzeichen von ¢’ bestimmt den Typ der Hopf-Bifurkation:

o fiir ¢ > 0 ist der Grenzzyklus, der durch Verdnderung des Parameters pu
aus dem Fixpunkt entsteht, stabil. Dies ist der Fall der superkritischen Hopt-

Bifurkation.

e fiir ¢ < 0ist der Grenzzyklus instabil. Dies ist die subkritische Hopf-Bifurkation.
Dabei ist zu beachten, dass dieses Kriterium nur im Rahmen der Storungsrech-
nung dritter Ordnung gilt, die hier zitiert wurde. Beitrége vierter oder fiinfter
Ordnung, die in der urspriinglichen Differentialgleichung enthalten sind, kon-
nen den Grenzzyklus wieder stabilisieren. Oft bezeichnet man mit einer sub-

kritischen Hopf-Bifurkation im weiteren Sinn eine Bifurkation, die zu einem
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stabilen Grenzzyklus fiihrt, fiir die aber ¢’ < 0 gilt.

Die Gleichung kann mit linearen Transformationen dimensionslos gemacht werden.
Fiir den Fall der superkritischen Hopf-Bifurkation kann aufterdem die homogene Os-
zillation des Systems wegtransformiert werden. Man erhélt fiir den transformierten

Ordnungsparameter A

%A = A+ (1+i0)AA—(1+iB)|A]> A
mit
a=d"/d (2.15)
und
B=4"ld (2.16)

Die Léngen- und Zeitskalen des urspriinglichen Reaktions-Diffusions-Systems

rrp, trp transformieren sich nach:

1 /d
'rp = —\/ —TCGLE (2.17)
g 01

1
trp = 5 —tcGLE
E°01

mit o1 = Re()\l)

Die Transformation von A nach X lautet in erster Ordnung:

I &
X = X, + 2 Re[Uei@ot<rant | ﬁA(g2alt,5/, [=r)] (2.18)
1

mit w; = Im(Ay).

Daraus folgt fiir die Transformation von Schwingungsfrequenzen

WRD = Wy + 52w1 + €2UIWCGLE (219)
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2.3 Anwendung: das Oregonator-Modell der Belousov-

Zhabotinski-Reaktion

Das modifizierte Oregonator-Modell ist ein Modell der photosensitiven Belousov-

Zhabotinski-Reaktion, dass die wesentlichen Charakteristika der Reaktion erfasst

[27]. Es lautet

= ~[u—u®+w(qg—u)]+ D,Au

d_u 1
dt €
d_v

dt
d_w 1
dt ¢

Das Modell kann aus der Reaktionskinetik von 6 Reaktion zwischen 5 verschie-

= U—-v

= =[p+ fv—wu+q)]+ D,Aw

denen Stoffen abgeleitet werden. Die beteiligten Stoffe sind:

u < [HBrO,|

Konzentration der bromigen Séure
(Aktivator)

v o< [Ru(4,4" — dmbpy); ]

Konzentration der oxidierten Form des
lichtempfindlichen Rutheniumkomplex
(Katalysator).

Kann in anderen Rezepturen auch fiir die
Konzentration von Cer oder Ferroin in
der oxidierten Form stehen.

w o [Br7] Konzentration der Brom-Anionen
(Inhibitor)
A x [BrOy5] Konzentration der Bromat-Anionen (sind

im Ubermaf vorhanden und gehen nicht
als dynamische Variable ein)

B « [BrCH(COOH)3|+
[CHy(COOH),]

Konzentration von Brommalonsaure und
Malonséure (sind im Ubermafs vorhanden)

Tabelle 2.1: Variablen des modifizierten Oregonator-Modells

Die Reaktion stellt ein Aktivator/Inhibitor-System da. Seine Grundbausteine
sind ein autokatalytischer Schritt und eine verzogerte negative Riickkopplungsschlei-
fe. Bei der Konzentration w existieren Schwellenwerte, bei deren Uberschreiten ent-

weder der autokatalytische Vorgang oder die negative Riickkopplung verstarkt wird

13].
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Das Modell ist dimensionslos, die Parameter ergeben sich daher aus den Reakti-
onskonstanten, den festen Konzentrationen von A und B und dem stochiometrischen
Faktor f, der die Nettostochiometrie der Br~-Konzentration in einem Komplex
von Reaktionen angibt. Die Reaktionskonstanten sind Temperatur- und pH-Wert-
abhéngig.

Der zusétzliche Fluss ¢ von Bromanionen ist bei der photosensitiven Reakti-
on proportional zur Beleuchtungsintensitit. Dieser Wert kann im Experiment leicht
variiert werden und wird daher oft als Bifurkationsparameter des Differentialglei-

chungssystems verwendet.

q Ergibt sich aus den Reaktionskonstanten.
f stochiometrischer Parameter. Der genaue
Wert ist unbekannt, liegt aber im
Intervall [0;4] [20]
€ Zeitskala fiir die Reaktionen der bromigen
Saure
¢ Zeitskala fiir die Reaktionen der
Brom-Anionen
[0) zusatzlicher Bromanionen-Fluss
D, Diffusionskonstante des Aktivators
D, Diffusionskonstante des Inhibitors

Tabelle 2.2: Parameter des modifizierten Oregonator-Modells

Krug et al. haben in [20] gezeigt, dass ein kritischer Wert fo existiert so, dass
fiir f > fo nur ein Fixpunkt existiert. fo bestimmt sich nach
_ ui(1+2q) — 2u} — 2¢(1 — qJui — ¢°

fo= TErL (2.20)

mit

w = {1+ Re[§ 2(3 — 1))}

Fiir f < fo und einem festen Parametersatz fiir die anderen Parameter konnten

'Fiir das zweikomponentige Oregonator-Modell ist die Dynamik nur oszillatorisch fiir f <
fose = 1+ /2. Auch fiir das dreikomponentige Oregonator-Modell gibt es eine obere Schranke
fiir f, iiber der keine Hopf-Bifurkation mehr auftritt.
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Krug et al. numerisch zeigen, dass nur Hopf-Bifurkationen mit einem subkritischen
Verhalten existieren. Fiir f > fo erhalten Krug et al. superkritische Bifurkationen
fiir grofsere Werte von € und €. Daher wird hier analog vorgegangen und eine su-
perkritische Bifurkation im Bereich f > fo und mit groflen €, € gesucht. Dieses
Verhalten kann man qualitativ damit erklaren, dass kleine Werte von € und € zu
einer starken Zeitskalentrennung fiihren. Fiir grofere Werte wird die Zeitskalentren-
nung aufgehoben und die Dynamik des modifizierten Oregonator-Modells geht von

Relaxations-Oszillationen zu quasi-harmonischen Oszillationen iiber.

2.3.1 Methodik/Implementierung

In der folgenden Abbildung ist der Algorithmus zur Bestimmung der Grofen aus

der reduktiven Stérungstheorie skizziert:

Xo(¢un)
LXy(onp)) (B4, p)

M U Vy Vo D \
- —~— o Iy
g,d N
v A1
o, 3 \
X~ A

Abbildung 2.2: Abhéngigkeitsgraph der Variablen in der reduktiven Storungstheorie
(siche Abschnitt 2.2). Grau eingekreiste Grofien werden mit numerischen Gleichungs-
16sern bestimmt. Alle Grofien, die von einer numerisch bestimmen Groéfse anhéngen,
miissen ebenfalls numerisch bestimmt werden. Das graue Reckteck umfasst die Ele-
mente des Ausdrucks Re(A(Xo(¢xp))), mit dem der Hopf-Punkt ¢pp bestimmt

werden kann.
Der kritische Br~-Fluss ¢y am Ort der Hopf-Bifurkation ist das zentrale Ele-
ment. Ist dieses bestimmt, so schlieffen sich zwei Zweige an. Sie fithren zu

e den Parametern o und  der CGLE. Diese bestimmen die Art der Losungen,

die auftreten konnen und ihre Stabilitét (siehe Kap. 3).
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e der Variablentransformation 2.17-2.19 zwischen den urspriinglichen Variablen
X; und dem Ordnungsparameter A. Die Transformationen geben Auskunft
iiber die typischen Lingenskalen und Zeitskalen der Strukturen, die im Oregonator-

Modell zu beobachten sind.
Die einzelnen Grofsen bestimmen sich wie folgt:

e der Fixpunkt Xy wird numerisch mit Mathematica bestimmt. Dabei wird die
Bedingung v > 0, v > 0, w > 0 als Nebenbedingung gefordert. Fiir festes ¢
wird die Losung mit dem Befehl

FindInstance [X1 >= 0 && X2 >= 0 && X3 >= 0 &
F[{X1, X2, X3}, p] = {0,0,0}, {X1, X2, X3}, Reals|

gesucht.

e [ kann analytisch bestimmt werden

% 5 g+

e Der Eigenwert von L mit dem maximalen Realteil wird numerisch bestimmt.
Dazu werden fiir festes L(X¢(¢)) die Eigenwerte mit den LAPACK-Routinen
bestimmt, die Mathematica zur Verfiigung stellt. Die Definition von A aus
(2.4) wird hier leicht abgewandelt: es wird der Eigenwert mit dem maximalen
Realteil bestimmt, der einen nichtverschwindenen Imaginérteil besitzt. Dies
geschieht von dem Hintergrund, dass an der Stelle der Hopf-Bifurkation ein
kritischer Eigenwert mit Im(\) # 0 erwartet wird. Entfernt man sich nun
leicht vom Hopf-Punkt, so behélt der kritische Eigenwert einen Imaginérteil
von ungleich 0. Der zweite Eigenwert ist komplex konjugiert zu A und der
dritte Eigenwert ist rein reell. Ist man nun umgekehrt auf der Suche nach dem

kritischen Eigenwert, so empfiehlt es sich einen Eigenwert zu verfolgen, der

nicht rein reell ist.
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e Jetzt kann ¢pp bestimmt werden. Alle vorhergehen Schritten werden per
Funktionskomposition in einem Mathematica-Ausdruck gebiindelt. Setzt man

dessen Imaginérteil gleich 0, so ergibt sich eine Gleichung, die ¢y definiert

Re(S‘(XU(¢HB))) =0

Diese wird numerisch mit dem Befehl

FindRoot [Lambda0 |3, F, pC|, {pC, 0.0005, 100}]

gelost. Lambda0 steht dabei fiir die Mathematica-Implementierung von Re(S\(XO(¢ HB))),s
3 fiir die Dimension von X und die Parameter 0,0005, 100 fiir die Startwerte

des Sekantenverfahrens, das zur Losung verwendet wird.

e Die Parameter der CGLE kdénnen nun iiber Gleichungen 2.11 bis 2.16 bestimmt

werden.

e Die Variablentransformationen héngen von den Gréfen d und g sowie von

der ersten Ordnung des kritischen Eigenwerts A1 ab. Letzterer héngt iiber

5\1 = U*L,U von L; ab. Libestimmt sich {iber

d 19) 19)
(L1)ij = @Lijbzmg = 8_¢Lij|¢=¢HB + Vx Lij(Xo) - 3—¢X0\¢:¢HB

Fiir das Oregonator-Modell gilt

0
—Lii=0
op "
und mit Definition der Hilfsgrofe
du —%du — %dw 0 —%du
L'(du,dv,dw) = VxLi- | dv | = 0 0 0
dw —ﬁdw 0 —ﬁdu

folgt

d 0
= (L1)i = d—¢Lij|¢:¢HB = Lij(8_¢X0|¢:¢HB)
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Die Ableitung des Fixpunktes nach dem Bifurkationsparameter 8%X0|¢:¢HB

wird numerisch bestimmt mit

ND| FixedPoints [n, F, p|, p, pCritical]

wobei FixedPoints eine numerische Losung fiir Xg(¢) fiir festes ¢ berechnet.

2.3.2 Dispersionsrelation fiir das Oregonator-Modell und Giil-

tigkeit der CGLE

In Abschnitt 2.2 wurde als Bedingung fiir die Hopf-Bifurkation gefordert, dass ein
Paar komplex konjugierter Eigenwerte des linearisierten Systems die imaginéare Ach-
se liberschreitet. Eine partielle Differentialgleichung besitzt hingegen ein Spektrum

vom Figenwerten, da die linearisierte Form

%u = L(Xp)u+ DAu (2.21)

von Ort und Zeit abhéngt. Die Ortsdimension kann jetzt fiir ein eindimensionales,
endlich ausgedehntes System in Fouriermoden entwickelt werden. Dazu setzt man
den Ansatz ug(rt) = UgeMcos(kr) in das linearisierte Problem 2.21 ein. Daraus

folgt das Eigenwertproblem

(L[Xo(1)] = DE*) Uy, = AUy,

Fiir das modifizierte Oregonator-Modell wurde der Eigenwert A mit dem maxi-
malen Realteil in Abhéngigkeit von k& numerisch bestimmt. Die so erhaltene Disper-
sionsrelation ist in Abb. 2.3 fiir verschiedene Werte von ¢ aufgetragen. Man sieht,
dass beim Uberschreiten des Hopf-Punktes der homogene Zustand des Systems (zur
Wellenzahl & = 0) zuerst instabil wird.

Bei der Berechnung der Dispersionsrelation wird davon ausgegangen, dass k
quasi-kontinuierlich ist. Man sieht in Abb. 2.3, dass fiir ¢ — ¢y = 1/10 eine Nach-
barschaft von Moden um k = 0 instabil wird. Genauer formuliert muss die Anzahl
der instabilen Moden in dieser Nachbarschaft grofs sein. Kuramoto nennt als not-

wendige Bedingung



18  2.3. Anwendung: das Oregonator-Modell der Belousov-Zhabotinski-Reaktion
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Abbildung 2.3: Dispersionsrelation des linearisierten modifizierten Oregonator-
Modells. Dazu wird das Eigenwertproblem (L[X¢(u)] — Dk*)U = AU numerisch
gelost. Abgebildet sind der Real- und der Imaginérteil des Eigenwerts mit dem grof-
ten Realteil in Abhéngigkeit von der Wellenzahl k. Durchgezogene Linien gelten fiir
¢ = ¢yp, gestrichelte Linien fiir ¢ = 1%(;5}13. Die Parameterwerte sind g = 2 - 1074,
f =116, ¢ = 0,0852, ¢ = 0,00094, D, = 1, D, = 1,12. ¢y = 0,000428. Man
sieht, dass fiir 4 < p. die Mode zu Wellenzahl £ = 0 instabil wird. Die zugehorige
Hopf-Frequenz wy = Im()\) ist ungleich 0.

lmin >

B
V19— ¢usl
mit der Systemgrofe l,;,. Fine konkretere Abschiatzung der notigen Systemgro-
fse gewinnt man, indem man die Amplitudenndherung als giiltig voraussetzt, die
typischen Léangenskalen aus den Losungen der CGLE bestimmt und sie iiber die

Langentransformation 2.17 in das Originalsystem abbildet. Daraus folgt:

d 1
————lccLE
01 \/|¢ — dus|

Fiir die Amplitudennéherung des Oregonator-Modells (siehe Kapitel 3) liegen die

[— (2.22)

Wellenldngen in der Grofsenordnung von logre =~ 10 und man findet ,/;l—; =0.04 .
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2.3.3 Abbildung der Parameter des Oregonator-Modells auf
die Parameter der CGLE

Die Motivation der Amplitudenndherung liegt darin, Aussagen iiber Losungen des
Oregonator-Modells in der Nahe des Hopf-Punktes machen zu kénnen, ohne die
Gleichungen (numerisch) 16sen zu miissen. Dazu werden zuerst die Parameter der
Oregonator-Modells auf die Parameter der CGLE abgebildet, wie in Abschnitt 2.2
beschrieben. Da der modifizierte Oregonator die lichtempfindliche Belousov-Zhabotinski-
Reaktion modellieren soll, ist das Experiment der Ausgangspunkt fiir die Parame-
terwerte. In Tabelle 2.3 werden verschiedene Literaturquellen und die verwendeten

Parameterwerte aufgefiihrt.

Fiir alle Parameterkonfigurationen wird zuerst der Typ der Bifurkation (super-
kritisch oder subkritisch) bestimmt, dazu wird ¢’ berechnet. Die Auswertung zeigt,
dass diese Parameterkombinationen keine Hopf-Bifurkation zeigen oder auf eine sub-

kritische Bifurkation fiihren (siche Tabelle 2.3).

Da das Hauptinteresse bei der kubischen CGLE liegt, wird ein Parameterbereich
gesucht, in dem eine superkritische Hopf-Bifurkation auftritt. Dazu wird f > fo und
e > 0,1 gewahlt. Die verbleibenden freien Parameter ¢, D,,, D,, D,, werden aus [27]
iibernommen, da sie vermutlich am néchsten an den chemischen Rezepturen sind,
die in der Arbeitsgruppe verwendet werden. Auch das Verhéltnis der Zeitskalen
90 ~ ¢/¢ o [H'] wird beibehalten. Der Parameter ¢ wird auf den Hopf-Punkt
eingestellt, der von den anderen Parametern abhéngt. Dies soll die Moglichkeiten
der Parameterkontrolle widerspiegeln, wie es sie im Experiment mit der BZR gibt:
die Diffusionskonstanten und die Parameter ¢, ¢ und € sind fest durch die Rezeptur
vorgegeben, wihrend man leicht durch Verdnderung der Beleuchtungsintensitét das

System auf den Hopf-Punkt einstellen kann.

Jetzt werden die Parameter € und f auf die Parameter o und [ abgebildet. Die
Abhéngigkeit vom Parameter f stellt dabei eine Abbildung der Unsicherheit dar.
Da der Wert von f nicht genau bekannt ist, ist es interessant abzuschéitzen, wie sich
eine Anderung von f auf die Parameter der CGLE auswirkt. In Abbildung 2.4 ist die
Abhéngigkeit a(e,f) und in Abbildung 2.5 die Abhéngigkeit 5(¢,f) eingezeichnet.
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Quelle Reaktionskonstanten experimentabhéngige Kommentar Bifurkation
Konzentrationen und
Modellparameter
[20] ky = 2,0M s~ [H|? ks = 6,5 - 102 beliebig Licht- und Sauerstoff-empfindliche g <0fir f=
ko = 125 - 103M~2s![H] A=02, H=0,8 Reaktion, Oxidationszyklus des 1,0...2.2.
ks = 45M~2s71[H]| g=1-103 Katalysators geht nicht in die
ky = 1400M 151 e=4-1073 ¢ =5-10"* | Gleichungen ein, keine Aussagen iiber
¢ und f und {iber Diffusion
[18] ky = 2M3s7![H]? ks = 0,4 Cer-katalysierte Reaktion, nicht keine Hopf-
ko = 10°M 2571 [H] A=0,33, B=0,12, lichtempfindlich, k3 [20] iibernommen Bifurkation
ks = 4A0M~2s71[H] H =0,36
ks = 2000M 151 q=2-107%f =3
¢ =0,
e=10"2,¢ =10
D,/D, =1
[27] siehe [18] ks = 15,8M~1s™! lichtempfindlich, Ruthenium- g =
A =0,09M, B =0,067M, | Bypyridy-katalysiert, f und ks —1790,07
H = 0,36M experimentell aus der Chemie
f=116,g=2 1074 bestimmt, k; bis k4 gelten fiir die
1/e = 11,73, 1/¢ = 1055,9, | Cer-Katalysierte BZR, k3 miisste aber
D,=0,D,/D, =1,12 auch vom neuen Katalysator abhangen.
[17] siehe [18] ks = 0,4M~1s7! Fe(phen)3' (Ferroin)-katalysierte keine Hopf-
A =0,31M,B = 0,12M, Reaktion, f und ¢ nach Keener et al., ¢ | Bifurkation
H =0,34M 10 mal grofser gewahlt fiir schnelle
f=3,=2-10"% € = 0,011 | Berechnungen und weil Abweichungen
D,/D, = 0,6 nur einen geringen Effekt auf
Spiralwellen haben, Katalysator ist
nicht fixiert, nicht lichtempfindlich
Tabelle 2.3: Parameterwerte des modifizierten Oregonator-Modells in der Literatur
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Abbildung 2.4: Abhéngigkeit des Parameters a in der CGLE von den Parametern
f und € im modifizierten Oregonator-Modell. Verschiedene Kurven gehéren zu ver-
schiedenen Werten von f. Die festen Parameter sind ¢ = ¢gp(e.€,q), €/¢ = 90,
q=2-10"% D, =0, D,/D, = 1,12 (eine gleichmifige Skalierung der Diffusions-
konstanten lasst o unveréndert)

Einen alternativen Ansatz zur Bestimmung der Parameter der CGLE verfolgen
Kramer et al. in [19]. Dort werden direkt druch Messung der Stoftkonzentrationen
im chemischen Experiment die Eigenvektoren U und U* bestimmt. Dies erfolgt
im rdumlich homogenen Zustand, der durch Riihren wihrend der Reaktion erreicht
wird. Wenn zusatzlich die Diffusionskonstanten des Systems bekannt sind, kann nach
Gleichung 2.13 « bestimmt werden. [ wird bestimmt, indem die Parameter des
Stuart-Landau-Oszillators? an die Konzentrationsdynamik des homogenen Systems
gefittet werden. Kramer et al. erhalten « = —14, 3 = 0,7 und o = =2, § = 1,3 fiir
Cer-katalysierte Reaktionen und o = 0,02 (unsicher), 5 = 3,6 fiir eine Ruthenium-
katalysierte Reaktion.

Die Parameterkombination a« = —1,4, f = 0,7 kann auch im Rahmen der reduk-
tiven Storungstheorie aus dem Oregonator-Modell mit f = 1,06, e = 0,68, ¢/¢’ = 90,
q=2-10"* D,=0, D,/D, = 1,12 gewonnen werden.

2Der Stuart-Landau-Oszillator ist die CGLE ohne Ortsabhiingigkeit, also die Differentialglei-
chung W = \\, W — g |[W|* W
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Abbildung 2.5: Abhéngigkeit des Parameters  in der CGLE von den Parametern
f und € im modifizierten Oregonator-Modell. Verschiedene Kurven gehoren zu ver-
schiedenen Werten von f. Die festen Parameter sind ¢/¢ = 90 und ¢ = 2-107%. 3
hangt nicht von den Werten der Diffusionskonstanten ab.

Ein weiterer Ansatz zur Bestimmung der Parameter wird in Anhang B beschrie-

ben.

2.4 Fazit

In diesem Kapitel wurde die reduktive Storungstheorie beschrieben und auf das mo-
difizierte Oregonator-Modell der lichtempfindlichen Belousov-Zhabotinski-Reaktion
angewandt. In den meisten Literaturquellen wird das Modell im erregbaren Bereich
studiert. Es zeigt sich, dass fiir zu grofte Werte von f keine Hopf-Bifurkation statt-
findet und dass sie bei den restlichen Quellen subkritisch ist. Wahlt man grofere
Werte fiir € und € so findet man eine superkritische Bifurkation. Insbesondere kann
man den superkritischen Typ finden, indem ¢ und ¢ simultan erhoht werden.

Fiir diese Wahl konnten die Parameter der CGLE in Abhéngigkeit von den Para-
metern f und e bestimmt werden. Die Losungstypen der CGLE und deren Stabilitét,

die sich fiir diese Parameter ergeben, werden im néchsten Kapitel untersucht.
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Die minimale Ausdehnung des Systems, die fiir die Giiltigkeit der CGLE gefor-
dert ist, konnte nicht bestimmt werden. Am Hopf-Punkt divergiert der Ausdruck
2.22 fiir die minimale Systemausdehnung /,,,;,,. Nur fiir endliche Absténde |¢ — ¢pp|
zum Hopf-Punkt kann der Ausdruck ausgewertet werden. Eine wichtige Frage ist
nun, bis zu welchen Abstéanden die Amplitudennéherung tiberhaupt giiltig ist. Des
weiteren ist offen, ob fiir eine andere Wahl der Parameter ¢ und €' eine weitere
superkritische Hopf-Bifurkation existiert. Diese Fragen konnen mit einer Bifurkatio-

nanalyse des modifizierten Oregonator-Modells beantwortet werden.



Kapitel 3

Untersuchungen im

Zweldimensionalen

3.1 Einleitung

Dieses Kapitel legt die Grundlagen fiir die Untersuchung im Dreidimensionalen und
dient dazu die Unterschiede herauszustellen, die sich zwischen 2d-Dynamik und 3d-
Dynamik ergeben.

Die CGLE besitzt im Zweidimensionalen vielfialtige Typen von Lésungen, darun-
ter Phasenturbulenz, laufende Wellen und Spiralen. Als wichtiges Hilfsmittel wird
hier das Stabilitatsdiagramm der CGLE vorgestellt. Wichtige Anwendungen des

Diagramms sind:

e Informationen iiber das Oregonator-Modell
In Abschnitt 2.3.3 wurden die Parameterabbildung des modifizierten Oregonator-
Modells bestimmt. Anhand des Stabilitdtsdiagramms lassen sich Aussagen
iiber die Losungen des Oregonator-Modells formulieren, ohne die Gleichun-

gen des Modells zu l6sen.

e Hilfe bei der Erzeugung von Scrollringen
In Abschnitt 4.4.1 wird beschrieben, wie Scrollringe aus einen ringférmigen
Stapel von Spiralwellen erzeugt werden. Dazu muss zunéchst eine Spiralwelle

gefunden werden, die eine Losung der CGLE ist. Das Stabilitdatsdiagramm
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gibt an, in welchem Parameterbereich Spiralwellen existieren und in welchem

Bereich sie aus generischen Anfangsbedingungen entstehen kénnen.

e erste Einsichten in des Verhalten im Dreidimensionalen
Einige Figenschaften der 2-d Losungen bleiben im Dreidimensionalen erhal-
ten. Eine wichtige Ausnahme davon ist die beschleunigende Instabilitit (siehe

Abschnitt 4.5.2), deren Parameterbereich in 3d wesentlich ausgeweitet wird.

3.2 Losungen und Stabilitat im Zweidimensionalen

Setzt man den Ansatz A(z,t) = €' in die CGLE ein, erhilt man die Dispersi-

onsrelation

w= B+ (a— Pk (3.1)

und die Gruppengeschwindigkeit

Im Zweidimensionalen erhélt man als neue Losung Spiralwellen, die sich als

A(r,0,t) = F(r) exp{i[—wt £ mb + 1(r)]} (3.2)

schreiben lassen. m wird topologische Ladung genannt und gibt an ob es sich um
eine rechtshindige oder linkshéndige Spirale handelt. Spiralwellen mit Ladungen von
+1 sind stabil im unendlich ausgedehnten Medium. Mehrarmige Spiralwellen mit

m # +1 kommen als Transienten vor. Fiir die Spiralwelle gelten die Asymptotiken

Foxrdy/drocr fir r—0
F—y\1—-¢ dy/dr —q fir r — oo

Die asymptotische Wellenzahl ¢ ist eindeutig durch o und 8 bestimmt [16] ihr Wert

kann aber nur numerisch bestimmt werden. Die Gruppengeschwindigkeit ist immer
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Abbildung 3.1: Plots einer Spiralwellenlosungen der CGLE. Dargestellt sind: in a
der Realteil von A, in b der Imaginéarteil von A, in ¢ der Betrag und in d die Phase
des komplexen Felds A.
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Abbildung 3.2: Bilder e, f und h: Spiralwellenlésung des modifizierten Oregonator-
Modells. Die Losung der CGLE aus Abbildung 3.1 wurde auf die dynamischen Va-
riablen v und w mit den Gleichungen 2.17 bis 2.18 abgebildet. In g und h sind
Zeitverlaufe fiir einen eindimensionalen Schnitt durch das Spiralenzentrum dar-
gestellt. Die Zeitachsen sind &dquivalent: in 546,5 Oregonator-Zeiteinheiten verge-
hen 50 CGLE-Zeiteinheiten. Fiir die Darstellung ist der Abstand vom Hopfpunkt
|& — ®yp| /Pyp =1 {ibertrieben grof gewihlt.
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nach aufsen gerichtet. Das Vorzeichen von ¢ muss also gewéhlt werden, dass sig(q) =
sig(a— B).[24

Der Ort x mit A(x) = 0 ist der topologische Defekt oder Phasendefekt. In der
Umgebung nimmt die Phase arg(A) alle Werte in [—m,7| an. Die Phase am Ort des
topologischen Defekts ist nicht definiert. Die Summe der topologischen Ladungen
im System bleibt erhalten. Daraus folgt, dass sich zwei Spiralwellen mit entgegenge-
setzter Héndigkeit aus einer Storung des Systems entwickeln kénnen und dass zwei
entgegengesetzt geladene Spiralwellen sich annihilieren kénnen.

Neben dem Phasendefekt gibt es noch verschiedene Definitionen eines Spiral-

kerns. Aguareles et al. unterscheiden in [1] zwei Bereiche:

e der inneren Kern, in dem der Betrag des Ordnungparameters |A| von 0 nach

1 wechselt, und

e der dufseren Kern, in dem die Niveaulinien der Phase arg(A) von der radialen

Richtung in die azimutale Richtung schwenken.

Aufserhalb der Kerne sind die Wellen ndherungsweise eben und es gilt asymptotisch
die Dispersionsrelation 3.1.
Im Folgenden werden die wichtigsten Parameterbereich vorgestellt, in denen be-

stimmte Losungstypen oder Typen von Instabilitdten vorkommen:

e Dic Phaseninstabilitét (auch Benjamin-Fair-Instabilitéit): Trennt man den Ord-
nungsparameter A in Amplitude und Phase A(r,t) = p(r,t)e | so ldsst
sich die CGLE als zwei gekoppelte Gleichungen in den reellen Variablen p und
¢ schreiben. Nimmt man an, dass die Amplitude p bis auf kleine Stérungen
konstant ist und alle Variationen von Amplitude und Phase auf grofsen Lén-
genskalen erfolgen, so lasst sich die CGLE auf eine Phasendiffusionsgleichung

reduzieren [21]

oo =B+ (o= B)(Ve) +(1+aB)Ap

Diese Gleichung kann mittels einer Hopf-Cole-Transformation exakt auf eine
lineare Diffusionsgleichung abgebildet werden. Fiir 1 + af < 0 ist deren Dif-

fusionskoeffizient negativ. Dadurch wachsen rdumliche Variationen der Phase
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Abbildung 3.3: Stabilitdtsdiagramm der CGLE im Zweidimensionalen. Eingezeich-
net ist die Linie der Benjamin-Fair-Instabilitét [21] (durchgezogen) mit dem Phasen-
turbulenten Bereich mit o8 > —1 (dunkelgrauer Bereich), der Bereich, in dem es
keine gebundenen Spiralwellenpaare, gibt bei (8 — a)/(1 + af) < 0,845 [7] (hell-
grauer Bereich) und der Bereich der absoluten Instabilitdt der ebenen Wellen [4]
(gepunkteter Bereich).

Es gilt die Symmetrie (a,3,4) +— (—a, — 3,A). Dreiecke markieren den Punkte
a=—-14, 6 =0,7und o = =2, § = 1,3. Das Quadrat kennzeichnet @ = 0,02,
B =3,06.

mit der Zeit an und das System kann einen Zustand von Phasenturbulenz

erreichen.

e Welleninstabilitdten: eine ebene Welle kann im zweidimensionalen auf zwei
Arten instabil werden. Entweder fiihrt eine Stérung zu einer Verdnderung, die
mit der Welle mitwandert (konvektive Instabilitdt) oder zu einer Verénderung,
die fest an einen Ort gebunden ist (absolute Instabilitét). Der Fall der konvek-
tiven Instabilitdt kann in einem Bezugssystem berechnet werden, das mit der
Welle mitbewegt wird.

Die Eckhaus-Instabilitdt der CGLE ist eine konvektive Instabilitit. Sie ist
die Reaktion einer ebenen Welle |A|e'(@T=%!) auf eine Stérung in der Form
e™®T mit einem kleinen Wellenvektor k. Eine Storung, bei der k parallel zum

Wellenvektor q ist, fithrt am leichtesten zu einer Instabilitdt. Man erhélt ein
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Stabilitétskriterium [4]
3+ af + 252

q
Die Bestimmung der absoluten Instabilitit ist aufwendiger und wurde von
Aranson et al. fiir Spiralwellen durchgefiihrt. Fiir das Stabilitdtsdiagramm
wurden die numerischen Werte der Stabilitatsgrenze aus 6] iibernommen. Die-
ser Parameterbereich ist identisch zum Parameterbereich der absolut instabi-
len Wellen, die von einer geraden Scrollwelle ohne Phasenwindung ausgesandt
werden [24].
Fiir Spiralwellen ist die Gruppengeschwindigkeit immer nach aufsen gerichtet.
Storungen werden also vom Spiralkern wegtransportiert. Weil der Spiralkern

aukerdem das organisierende Zentrum der Spiralwelle darstellt, stabilisieren

sich Spiralwellen durch ihre eigene Dynamik [30].

Die CGLE besitzt Spiralwellen und Antispiralwellen als Losungen. Bei letz-
teren sind Phasengeschwindigkeit vp und Gruppengeschwindigkeit v entge-
gengesetzt gerichtet. vp zeigt also zum Phasendefekt hin. Antispiralen in der
CGLE miissen nicht zwangsléufig zu Antispiralen im urspriinglichen Reaktions-
Diffusions-System fiihren, denn die Frequenztransformation 2.19 verandert vp,
lasst aber v unverdndert. Brusch et al. zeigen in [11], dass Antispiralen im ur-
spriinglichen Reaktions-Diffusions-System nur fiir « > [ vorkommen kénnen.

Dieser Parameterbereich wird hier ausgeschlossen.

Der Parameterbereich, in dem Spiralwellen ein gebundenes Paar bilden kon-
nen, wurde in [7] bestimmt. Dort wurde stérungstheoretisch fiir « = 0 eine
Spiralwelle untersucht, die sich im Abstand z zu einem Neumann-Rand befin-
det und eine kinematische Bewegungsgleichung abgeleitet.

Die Geschwindigkeitskomponente des Phasendefekts in Richtung des Neumann-

Rands ist

—kv1 — k%2 exp(—p2)
dC|/2mpz

() =t ) /ey 33)
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und die Geschwindigkeitskomponente parallel zum Neumann-Rand

—kv1 — k?exp(—pz) o
0C|\/2mpz

UH(Z) = Re ( ) — vl(z)Re(C’L/C’”) (34)

mit der Wellenzahl £ der ungestorten Losung, der komplexen Wurzel p der

Gleichung
p® A+ plak? — 2(1 — k)] — 4Bk(1 —k*) =0
und
4k —2p + 6kp/B
F= 3 ek 2
2 2
p°—2(1—k
P2k
2pk
p—Fky

d=py+k—(py+k)

p—ky

sowie den zwei numerisch zu bestimmenden Konstanten C; und Cj.
Fixpunkte z} mit v, (2]) = 0 existieren nur fiir den Parameterbereich mit (5 —
a)/(1+apB) > 0,845. Auferhalb dieses Bereichs sind Paare in dieser Naherung
instabil und zwei Spiralwellen mit entgegengesetzten Ladungen annihilieren
sich.

Der Parameterbereich, in dem es immer zur Annihilation kommt, schlieft die
Linie ao = § ein. Fiir diese Parameterwahl kann die CGLE aus einem Potential
abgeleitet werden und sie besitzt eine Lyapunov-Funktion. Das bedeutet, dass
sich alle Anfangsbedingungen zu einer festen Losung hin entwickeln. Dieser
Parameterbereich wird oft als Ausgangspunkt fiir eine Stérungsentwicklung
genutzt [1]. Da dort aber keine gebundenen Spiralwellenpaare existieren, ist

der Bereich fiir diese Arbeit von untergeordneter Bedeutung.

Fiir a@ # B unterscheidet man zwei verschiedene Typen der Wechselwirkung
zwischen zwei Spiralwellen: Bei der exponentiellen Wechselwirkung fallt die
Starke der Wechselwirkung exponentiell mit dem Abstand der Phasendefekte
ab. Beim algebraischen Typ folgt die Starke einem Potenzgesetz. Wenn der
Abstand der Phasendefekte zwischen den Radius des inneren Kerns und den

des dufleren Kerns fallt, ist die Wechselwirkung vom algebraischen Typ. Ist der
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Abstand der Phasendefekte hingegen viel grofer als der Radius des dufseren

Kerns, so ist die Wechselwirkung vom exponentiellen Typ. [1]

o Fiir grokere Werte von |«| findet die beschleunigende Instabilitdt von Spiral-
wellen statt [3]. In diesem Bereich bewegt sich der Phasendefekt spontan durch
das Medium. Die Bewegung ist geradlinig und beschleunigt. Da die Gruppen-
geschwindigkeit der Wellen eine obere Schranke fiir die Bewegung von kohéren-
ten Strukturen setzt, kann die beschleunigte Bewegung nur eine endliche Zeit
dauern. Diese Instabilitét tritt im zweidimensionalen nicht fiir Parameterwerte
|a| < 5 auf. Im Dreidimensionalen ist diese Instabilitit mit dem Ubergang zur

Winfree-Turbulenz verbunden [5].

3.3 Parameterabbildung vom modifizierten Oregonator-

Modell in die CGLE

Die in Unterabschnitt 2.3.3 berechneten Kurven a(e,f), f(¢,f) werden jetzt in das
Stabilitdtsdiagramm eingetragen. Die Parameterabbildung ist in Abb. 3.4 darge-
stellt. Die Parameterkurven enden, wenn € = 0,5 erreicht wird oder wenn ein nega-
tiver Bifurkationsparameter ® erforderlich wird, um eine Hopf-Bifurkation zu erhal-
ten. Die so beschrankten Kurven liegen alle im Bereich der konvektiven Instabilitét
(nicht eingezeichnet) und ebenso im Parameterbereich, in dem gebundene Spiral-
wellenpaare moglich sind.

Man sieht, dass fiir fallendes € ein Ubergang vom nicht absolut instabilen Bereich
der ebenen Wellen zum absolut instabilen Bereich stattfindet. Weiterhin findet ein
Ubergang in den Benjamin-Fair instabilen Bereich statt. Fiir f > 1,12 erfolgt der
Ubergang in den absolut instabilen Bereich zuerst, gefolgt vom Ubergang in den
Benjamin-Fair instabilen Bereich. Fiir f < 1,12 ist die Reihenfolge umgekehrt. Der
Bereich mit f > 1,12 ist interessanter, da hier stabile Spiralwellen und Scrollwellen
moglich sind.

Die in [19] gemessenen Parameterwerte sind als Quadrate und Dreiecke in die

Abbildungen 3.3 (und 3.4) eingetragen. Der Punkt a = —1,4, 8 = 0,7 fiir die Cer-
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Abbildung 3.4: Parameterabbildung des modifizierten Oregonator-Modells in das
,Phasendiagramm® der CGLE. Abgebildet sind Kurven mit f = const. e 1lauft von
0,5 bis = 0,1 entlang jeder Kurve (von links nach rechts). Mit fallendem € erreicht das
Modell zuerst den Bereich der absoluten Welleninstabilitét und dann den Bereich
der Phasenturbulenz. Es existiert ein kleiner Bereich (links von der gestrichelten
und der durchgezogenen Linie) in dem stabile ebene Wellen auftreten. Auf der linke
Seite enden die Kurven, weil entweder ¢ = 0,5 erreicht ist, oder weil keine Hopf-
Bifurkation fiir positive ® auftritt.

Das Dreieck markiert den Punkt a« = —1,4, 8 =0,7.
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katalysierte Belousov-Zhabotinski-Reaktion liegt nah an den Kurven der Parameter-
abbildung. Das zweite Wertepaar fiir die Cer-katalysierte Reaktion a = —2, f = 1,3
liegt weit im Benjamin-Fair-instabilen Bereich. Der Punkt o = 0,02, g = 3,6 fiir die
Ruthenium-katalysierte Reaktion ist weit von den Kurven der Parameterabbildung
entfernt und liegt im absolut instabilen Bereich.

Fiir die folgenden numerischen Untersuchungen werden die Parameter « = —1,4,
B = 0,7 gewihlt, weil sie mit den Parametern das modifizierten Oregonator-Modells
erreichbar sind und weil eine chemische Rezeptur der BZ-Reaktion existiert, fiir die

sie giiltig sind.

3.4 Numerische Methoden

Die numerischen Rechnungen erfolgen auf einem kubischen Gitter, dem Gebiet D C
h-N3. Es ist ein Quader mit den Seitenlingen L, W und H. Die Seitenlingen jedes
einzelnen Gitterwiirfels sind h = Ax = Ay = Az. Das Gebiet D wird in zwei
Bereiche eingeteilt: ein Inneres D° des Gebiets und einen Rand 0D des Gebiets. Der
Rand ist 1 - A breit.

3.4.1 Losen der CGLE

Im Inneren D° wird die CGLE numerisch in der Zeit entwickelt. Die CGLE

%A:A+(1+m)AA—(1+i5)|A\2A

wird in Real- und Imaginéarteil a = Re(A), b = Im(A) aufgespalten:

9 = at(@+ ) (—a+ Bb) + Ala— ab) (3.5)

%b = b+ (a*+b*)(—Ba—b) + A(aa + b)

Fiir die Zeitableitung wird ein explizites Diskretisierungsschema erster Ordnung

(Euler-forward) benutzt:
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0 1 1
aahn:nm ~ Kt(a(nAt + At) — a(Atk)) = Kt(a(”“) —a™) (3.6)

die oberen Indizes an der Variablen stehen fiir eine Auswertung zu den diskreten

Zeiten t,, = nAt. Die Gleichung gilt analog fiir b.

Fiir die Ortsableitung wird ein Diskretisierungsschema 2. Ordnung verwendet. Im

Dreidimensionalen kommt die siebenpunkt-Diskretisierung des Laplace-Operators zu

Anwendung
Aaiu}k = Aa Ti,Y5,%k
1 (3.7)
~ ﬁ(ai—&-l,j,k + Qi1 gk F Qigaig T Gk + Gigesr + Qijr—1 — 6aijk)
und im Zweidimensionalen die fiinfpunkt-Diskretisierung
_ 1
A = Aoy, 55 (00415 + aim1g + i + 01— daig) (3.8)

Untere Indizes (7,7,k) stehen fiir die Variablenwerte an den Gitterpositionen (z,y,z) =
P, jx = (ih,jh,kh). Aus Gleichungen 3.7 und 3.8 sieht man, dass der diskretisierte

Laplace-Operator vom Bereich D in das Innere D° abbildet.

A: D°U90D — D°

um das Problem geschlossen zu formulieren ist also noch eine Definition der Zeit-
entwicklung auf dem Rand 0D notwendig (siche Abschnitt 3.4.2). Die Definition im
Inneren ergibt sich, wenn man Gleichung 3.6 und 3.7/3.8 in Gleichung 3.5 einsetzt

und nach ¢"ttund " auflost:

agj;j,;” = (1+ A" ”k (3.9)
+ A2+ B2 (=al, 4 860, + A(Aa)", — Ata(Ab)"™,
Y = (1 AR, (3.10)

+ At )+ 002 (—Bal”) = b)) + Ata(Aa), + ALAD),
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Fiir die Konvergenz des Verfahrens muss das Kriterium

eingehalten werden. Fiir den Bereich starr drehender Spiralwellen (im Zweidimen-
sionalen) und den Bereich der stabilen Filamente (im Dreidimensionalen) hat sich
c = 0,05 als ausreichend erwiesen. Fiir den Bereich der beschleunigenden Instabilitat

ist ¢ = 0,0025 notwendig.

3.4.2 Randbedingungen

3.4.2.1 Neumann-Randbedingungen

oder engl. no-flur-Randbedingungen beschreiben einen festen Rand, der nicht von

den Stoffen durchdrungen werden kann.

ji=0 (3.11)

=>

mit dem Normalenvektor des Randes n(r)|ycop und dem zur Stoffkonzentration X;
zugehorigen Fluss j;. Nach dem ersten Fick’schen Gesetz bestimmt sich der Fluss

nach

ji=-DVX; (3.12)
Aus Gleichungen 3.11 und 3.12 folgt

0X;

=0
on

Die Randbedingung iibertrégt sich von den dynamischen Variablen X; auf den Ord-

nungsparameter A nach Gleichung 2.18:

0A

=0
on
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Die Ableitung VA wird mit einem Schema erster Ordnung diskretisiert

0A 1 GAi, ik 1
o = h o ik~ Aij)

. DA DA ; D : . -
und analog fiir 81—]” und —2*. Die Réinder sind so gewéhlt, dass sie die Nor-
malen ej,e,, e3,—e;,—ey und —e3 haben. Damit lassen sich die Randbedingungen
formulieren als

€1 - VA=0« Ai—i—l,j,k = Ai,j,k (313)

und analog fiir die fiinf anderen Randflachen. Da sich der Ort auf beiden Seiten der
Gleichung um h unterscheidet, verbindet sie Punkte von D° und 0dD. Sobald also
das Feld in D° nach Gleichung 3.9 und 3.10 bestimmt wurde, kénnen nun die Werte
auf 0D nach Gleichung 3.13 berechnet werden so, dass das komplette Feld um einen

Zeitschritt propagiert wird.

3.4.2.2 Outflow Randbedingung

sind Randbedingungen, die in [25] beschrieben wurden und die ein unendlich ausge-
dehntes Gebiet simulieren.

Es wird angenommen, dass im inneren von D eine Wellenquelle existiert. Uber
der Rand 0D des berechneten Gebiets fliefsen die Wellen. Der Fluss muss dabei nicht
unbedingt nach auflen gerichtet sein. Es wird angenommen, dass 0D weit entfernt
von Spiral-/Scroll-Kern ist und deshalb die Amplitude |A| = ¢ konstant ist. Die

Losung der CGLE in der Ndahe des Randes lésst sich also schreiben als

A(I‘,t) — Cei(wt+k(r)-r)
Die Berechnung der Randbedingung erfolgt fiir jeden Euler-Schritt, e®? ist also

wahrend einer Berechnung konstant und kann in die Konstante ¢ absorbiert werden.

Weiterhin wird angenommen, dass die Welle eben ist, also 0k/0r = 0 gilt.

A(r) = Jekr
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Dann erhélt man durch die Addition einer Null im Exponenten
A(I‘) — Cleik-r — C/ei(2k-r+2k-Arfk-r72k-Ar)

ei(k-r+k-Ar)]z[ei(k-wzk-m)]q _ A+ Ar)]?
A(r + 2Ar)

= CI[
fiir beliebiges Ar. Wéhlt man r € 0D und r + Ar,r + 2Ar € D°, so erhélt man die

Rechenvorschrift
[A(r + Ar)]?

Ar) :=
(x) A(r + 2Ar)
fiir die Werte auf dem Rand.

Léasst man die Bedingung fallen, dass die Welle eben ist, so gilt die Gleichung
nur noch fiir spezielle Ar. Genau gesagt, gilt sie fiir Richtungen, in denen die Welle

lokal eben ist. Man erhalt Ar durch Losen von

nach Ar fiir gegebenes k(r). Z. B. findet man fiir Kugelwellen Ar = e, fiir k < e,

Fiir die Untersuchung von Scrollringen wird davon ausgegangen, dass anndhernd

eine Kugelwelle von der Mitte des Volumens D ausgeht. Es wird

x—L/2
Ar(r)=s| y—w/2 | /V(x—L/22+ (y—W/2)2+ (z — H/2)?
z—H/2

fiir r € 0D gewidhlt. Die Lénge s ist zunéchst frei wihlbar, sollte aber in der Gréfsen-
ordnung der Volumendiskretisierung A liegen. Durch diese spezielle Wahl liegen die
Orte r+ Ar und r 4+ 2Ar nicht mehr auf den Stiitzstellen des Gitters. Es muss daher
zwischen den Stiitzpunkten interpoliert werden. Rousseau et al. empfehlen in [25]
mindestens ein quadratisches Interpolationsverfahren. Wir benutzen die Software-
Bibliothek ,tricubic* von [22], in der ein kubisches Interpolationsverfahren in 3D
implementiert ist. Sei f die zu interpolierende Funktion und sei z,y,z € [0,1] der
gebrochene Anteil der Koordinaten r + Ar mod h oder r + 2Ar mod h. Dann be-

stimmt sich f(z,y,z) nach
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3 3 3
f(x,y,z) = Z Z Z aijkxiyjzk

Eine Interpolation dritter Ordnung wirkt aufwendig, der Vorteil liegt aber darin,
dass die 64 Koeffizienten a;;, eindeutig aus den 8 Gleichungen bestimmt werden
konnen, die an jeder der 8 Ecken r, einer Gitterzelle gelten. Die 8 Gleichungen
sind Bedingungen fiir den Funktionswert f(r,), die drei ersten partiellen Ableitung
%’: (r,), gf (r,), gi( v), die drei zweiten partiellen Ableitungen ga]; (r,), %(r,,),

gj 6fk (r,) und die dritte partielle Ableitung 577 8k( ). Die Werte der Ableitungen
werden nach dem finite-Differenzen-Verfahren berechnet.
Die wichtigste Bedingung fiir die Giiltigkeit der outflow-Rénder ist eine konstante

Amplitude. In der Herleitung der Phasendiffusionsgleichung [21] wird der Ausdruck

0|A| = S (=(Ve)* + BAY) (3.14)

N —

fiir die Abweichung der Amplitude von einer Konstanten entwickelt. Stérungen im
Systems mit kurzen Wellenldnge und daher mit groflen Wellenvektoren k o V¢
fithren zu einer grofen Abweichung der Amplitude und schlieflich zur Ungiiltigkeit
der outflow-Randbedingung.

3.4.3 FErzeugung von Spiralwellen

Eine generische Methode fiir die Erzeugung von Anfangsbedingungen ist in [21]
beschrieben. Im Parameterbereich, in dem ebene Wellen nicht absolut instabil sind,
kann eine Spiralwelle spontan aus einem topologischen Defekt entstehen. Es ist also
nur eine Anfangsbedingung notig, die einen solchen Defekt am Ort P enthélt. Eine

Realisierung ist

Y 1
RelA(zy)] = Breite 2 (3.15)
und
x 1
Im[A(z,y)] = Tange 2 (3.16)

Dieses Feld A(x,y) ist in Abbildung 3.5 dargestellt. Durch Spiegelung an einer
Geraden durch P kann die Anfangsbedingung fiir eine entgegengesetzt drehende
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Spiralwelle erzeugt werden.

Diese Anfangsbedingung kann leicht auf die Variablen des Originalsystems X
iibertragen werden, indem man die Bedingung 3.15, 3.16 in die Variablentransfor-
mation 2.18 fiir £ = 0 einsetzt. Da die Anfangbedingung keine Zeitabhéngigkeit und

nur eine triviale Ortsabhéngigkeit besitzt, ist nur die Kenntnis von X, U, ¢ und

o1/|g’| notig.

Re(A) 200 Im(A)

200
150 150
y 100 y 100

50 50

0 0
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
X X
-1 1 -1 1
e e
[A| arg(A)
200 200

150 150

y 100 y 100

50 50

0 0
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
X X
0 2 - m
[ TH— [T

Abbildung 3.5: Generische Anfangsbedingung nach Kuramoto zur Erzeugung von
Spiralwellen sind gegeben durch Re[A(z,y)] = 54— — 3, Im[A(z,y)] = 2= ;

Breite Linge 2"

Abgebildet sind Re(A), Im(A), |A| und arg(A). Bei P = (100,100) befindet sich ein
Phasendefekt.
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3.4.4 Defektverfolgung

Am topologischen Defekt ry der CGLE gilt

Alrg) = 040 (3.17)

Da die CGLE mit endlicher Genauigkeit auf einem Gitter gelost wird, wird sich kein
Stiitzpunkt finden, an dem die Bedingung exakt erfiillt ist. Man kann aber anneh-
men, dass die Bedingung exakt in der Ndhe einer Stiitzstelle erfiillt ist. Deshalb
wird der Phasendefekt durch Interpolation zwischen den Stiitzstellen gesucht. Dazu
wird der Ansatz aus [25] {ibernommen:

Sei r der Gitterpunkt in dessen Nédhe ein Phasendefekt erwartet wird. Die Koordi-
naten werden so transformiert, dass r im Ursprung liegt und die Ortsdiskretisierung
h =1 ist. Dann werden der Real- und der Imaginérteil von A um r in Taylorreihen

entwickelt:

Oa Oa

a(Ai,Aj) ~ a(0,0) + AZE(O’()) + A]a—j(0,0)
bALAJ) ~ b(0.0)+ A%(O,O) + Ajg—s(o,())

Fasst man diese beiden Gleichungen in einer Matrix zusammen und setzt die Defek-
teigenschaft 3.17 ein, so folgt
0 _ a(0,0) N 0,a(0,0) 0;a(0,0) Ai (3.18)
0 b(0,0) 0;6(0,0)  9;b(0,0) Aj
Das ergibt eine Rechenvorschrift fiir den gebrochenen Anteil der Defektkoordinaten
(hAi,hAj). Die Funktionswerte und partiellen Ableitungen kénnen direkt aus den
Stiitzpunkten von a und b bestimmt werden. Das genaue Verfahren fiir die Defekt-
suche in einer Gitterzelle ist in den Abbildungen 3.6 und 3.7 beschrieben. Finden
sich mehrere Losungen in einer Zelle, so wird (willkiirlich) die erste gewé&hlt.
Es fehlt nun noch eine Vorschrift um die Gitterzelle zu finden, in der der Pha-

sendefekt auftritt. Hier wird ein brute force-Ansatz gewahlt: jede Zelle wird als po-
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tentielle Kandidatin untersucht und die Gleichung 3.18 fiir jede Ecke gelost. Wenn
sie eine Losung besitzt, wird der gebrochene Anteil der Koordinaten zum Ursprung
der Zelle addiert und der Ort gespeichert.

Numerische Untersuchungen zeigen, dass die Genauigkeit von Ai und Aj bei ca.

40,05 liegt.

ofloi=f(0,1)-f(0,0)

Ou 0,1 ‘_} .

ofl9j=
f(1,0)-f(0,0)

1,0 1,1

R T

y

Abbildung 3.6: Interpolation des Defektposition im Dreieck: der Phasendefekt wird
in der Nédhe des Punktes (i,5) = (0,0) gesucht. Dazu wird Gleichung 3.18 nach
dem gebrochenen Anteil der Indizes (Ai,Aj) aufgelost. Die partiellen Ableitungen
0;a und 0;b werden entlang der x-Achse ausgewertet, die partiellen Ableitungen d;a
und 0;b entlang der y-Achse. Die Losung wird im Rahmen der Néherung als giiltig
akzeptiert, wenn sie im grauen Dreieck Ai > 0, Aj > 0, Ai + Aj < 1 liegt. Fiir die
Interpolation miissen a und b nur an den Punkten (0,0), (0,1) und (1,0) ausgewertet
werden.

3.5 2d-Dynamik: Wechselwirkung von Spiralwellen
mit einem Neumann-Rand

Um spater die Merkmale der 3d-Dynamik von Scrollringen gegen die Dynamik von
Spiralwellen herauszustellen, wird zuerst die Wechselwirkung von Spiralwellen mit

einem Neumann-Rand untersucht. Es wird wiefolgt vorgegangen:

1. Zuerst wird aus der generischen Anfangsbedingung auf einem Gitter eine links-
drehende Spiralwelle erzeugt. Das Gitter hat eine Ausdehnung von 130 Punk-
ten in die xz-Richtung und 100 Punkten in die 2-Richtung. Der Phasendefekt

befindet sich in der Mitte des Gitters. Fiir die Parameterwerte @ = —1,4,
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Abbildung 3.7: Interpolation der Defektposition im Einheitsquadrat: der Interpola-
tionsalgorithmus aus Abbildung 3.6 wird auf die vier Dreiecke im Einheitsquadrat
angewendet. Dazu wird jedes der Dreiecke mit einer den Translationen und Dre-
hungen Id, D~™/?T-10 D="T-1=1 oder D~37/2T%~1 auf das kanonische Dreieck
(links oben) abgebildet. Anschlieffend wird mit dem Algorithmus aus Abbildung 3.6
nach der Defektposition gesucht und mit einer inversen Transformation die Losung
(Ai,Aj) ins Koordinatensystem des Einheitsquadrates zuriicktransformiert.

f = 0,7 erhdlt man eine Antispirale. Dieses Feld A(r,t = 0) ist die Anfangsbe-

dingung fiir alle folgenden Schritte.

2. Im néchsten Schritt wird das Feld A(r,t) numerisch in der Zeit entwickelt.

Das Feld wird von allen Seiten von Neumann-Réndern umgeben. Wahrend

der Zeitentwicklung wird die Position des Phasendefekts verfolgt und iiber der

Zeit aufgetragen. Da die Paar-Wechselwirkung von Spiralwellen in diesem Pa-

rameterbereich exponentiell mit dem Paar-Abstand abféllt, sieht man keinen

Einfluss der Rénder. Die Spiralwelle vollfiihrt eine starre Rotation.



44 3.5. 2d-Dynamik: Wechselwirkung von Spiralwellen mit einem Neumann-Rand

3. Jetzt wird A auf die Anfangsbedingung A(r,t = 0) zuriickgesetzt. Das Gebiet
wird verkleinert, indem ein zur z-Achse paralleler Steifen entfernt wird. Das
Gebiet hat jetzt nur noch eine Lange von 95 Punkten in z-Richtung. Einer der
Neumann-Rénder riickt damit fiinf Punkte ndher an den Phasendefekt von
A(r,t = 0) heran. Da alle anderen Rénder im urspriinglichen Abstand blei-
ben, kann man davon ausgehen, dass nur der verschobene Rand die Dynamik
verdndert. Das Feld wird jetzt wie in Schritt 2 in der Zeit entwickelt und der

Phasendefekt verfolgt.

4. Sukzessive werden immer breitere Steifen vom Gebiet entfernt und die Rech-

nung wiederholt.

Man erhélt einen Folge von Defekttrajektorien (z;(t),z;(t)). Diese sind in Abb. 3.8
dargestellt.

Als rdumliche Einheit wird die asymptotische Wellenldnge A der Spiralwelle be-
nutzt. Diese wird bestimmt, indem ein Schnitt von A entlang einer Geraden durch
den Phasendefekt untersucht wird. Der Realteil entlang des Schnitts (weit entfernt
vom Kern) wird an eine Sinusfunktion gefittet Re[A(x)] = Asin(%”x + o) . Man
erhédlt A = 13.4.

e Wenn der Phasendefekt weit von den Réndern ist, zy > 1,7\, fithrt die Spiral-

welle eine starre Rotation um den still stehenden Phasendefekt aus.!

e Fiir mittlere Abstdnde 1,7\ > z5 > 1,0\ driftet die Spiralwelle parallel zum

Neumann-Rand.

e Wenn der Phasendefekt nah am Rand ist, 1,0\ > zg, vollfiihrt die Spiralwelle
eine Bewegung, die sich aus einer Drift und einer Maanderbewegung zusam-
mensetzt. Die Drift erfolgt dabei parallel zum Neumann-Rand und ist in die

selbe Richtung gerichtet, wie bei den mittleren Absténden.

In diesem Punkt unterscheidet sich die CGLE wesentlich von erregbaren Systemen. In erreg-
baren Systemen ldsst sich das Rotationszentrum der Spiralwelle oft nicht durch einen Wert des
dynamischen Variablen bestimmen. Es wird stattdessen der Ort der Spiralspitze bestimmt. Im
Parameterbereich der starren Rotation vollfiihrt die Spiralspitze eine Bewegung auf einem Kreis.
Wenn sich nun der Phasendefekt von Spiralwellen der CGLE auf einem Kreis bewegen wiirde,
entspréiche das einer Mdanderbewegung.
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Abbildung 3.8: Drift einer Antispiralwelle (Abschnitt 3.2) entlang eines Neumann-
Randes. In Abhéngigkeit vom anfdanglichen Abstand 2, des Phasendefekts zum
Neumann-Rand wird die Spiralwelle in einem von drei Attraktoren gefangen. Die
Attraktoren unterscheiden sich in der Bewegungsgeschwindigkeit des Phasendefekts

und in der Form der Bahnkurve (siche Text). Parameter: o =

A=134, h=1, At =0,01

_1747 ﬂ = 0a77

Weiterhin beobachtet man einen Dopplereffekt bei den Wellen, die vom Pha-

sendefekt ausgesandt werden. Der Phasendefekt bewegt sich schnell, daher sind

die Wellen, die in Bewegungsrichtung ausgesandt werden, kontrahiert und die

Wellen, die entgegen der Bewegungsrichtung ausgesandt werden, dilatiert. Die

Verénderung der Wellenzahl k bewirkt nach Gleichung 3.14 eine Abnahme von

|A|. Da sich der Phasendefekt beim Madandern ndherungsweise auf einer Kreis-

bahn bewegt, sind die Muster der Wellenldngenkontraktion dk(r) und auch

der Amplitudendeformation § |A| (r) selbst Spiralen, sogenannte Superspira-

len [23].
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3.6 Fazit

Die Abbildung der Parameter hat gezeigt, dass das modifizierte Oregonator-Modell
in einem kleinen Bereich des Parameterraums Spiralwellen als Losung hat, die nicht
absolut instabil sind.

Bei der Wechselwirkung von einer Spiralwelle in der CGLE mit einem Neumann-
Rand wurden drei Bewegungsarten beobachtet: starre Rotation, Drift parallel zum
Neumann-Rand und eine iiberlagerte Drift/Madanderbewegung.

Die Drift-/Mé&anderbewegung wurde von Sepulchre et al. 28| fiir Spiralwellen
in der CGLE entdeckt. Bér et al. konnten in [8] zeigen, dass es eine randinduzierte
Méanderbewegung auch im Fitzhugh-Nagumo-Modell gibt. Sie kann nicht mit dem
kinematischen Ansatz nach 7] beschrieben werden. Zur Beschreibung einer raumli-
chen Oszillation wiére ein Differentialgleichungssystem der Form (v, v)" = F(r.,r))
notwendig. Interessant ist die Frage, ob die M#danderbewegung durch eine Hopf-
Bifurkation entsteht. In ihrer kinematischen Theorie finden Aranson et al. fir a = 0,
dass der Fixpunkt von v,, der dem Neumann-Rand am néchsten liegt, instabil
ist. Moglicherweise fiihren nichtlineare Beitrdge hoherer Ordnung zu einem stabilen
Grenzzyklus. Die harmonische Form der Maanderbewegung und die langsame An-
fachung deuten auf eine superkritische Hopfbifurkation. Weiterhin bleibt die Frage
offen, in welchem Parameterbereich diese Art von Dynamik existiert.

Die Dynamik in Zweidimensionalen ist bereits sehr reichhaltig und lasst eine

Vielfalt von verwandten Phianomen im Dreidimensionalen erwarten.



Kapitel 4

Untersuchungen im

Dreidimensionalen

4.1 Einleitung

Die Losungen der CGLE im Dreidimensionalen kann man sich nédherungsweise als
gestapelte Losungen aus dem Zweidimensionalen vorstellen. Werden mehrere Spi-
ralwellen iibereinandergestapelt, erhéalt man eine Scrollwelle. Die Phasendefekte aus
den verschiedenen Stapelschichten bilden jetzt zusammen Kurven durch das chemi-
sche Medium. Diese Kurven werden Filamente genannt.

Ist das Filament ein Kreis, so spricht man von einem Scrollring (Abb. 4.1 und
4.2). Man kann die Lage des Filaments in diesem Fall mit drei Grofsen charakteri-

sieren:
e R der Filamentradius
e 2 der Abstand zum Neumann-Rand

e 7 der Winkel unter dem der Ring beziiglich des Randes verkippt ist. Wir

definieren v = 0 fiir einen Scrollring der parallel zum Rand ist.

Scrollringe im unendlich ausgedehnten Medium sind oft instabil. Thr Radius steigt
unbeschrankt oder schrumpft zu Null, siehe Abschnitt 4.3. Die Wechselwirkung mit

einem Rand kann nun die Dynamik verdndern:
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Fenton vermutet in [12], dass Scrollringe eine Rolle bei ventrikuldrer Tachykar-
die spielen kénnen. Er konnte fiir das 2-Variablen-Fenton-Karma-Modell im Regime
ohne Maanderbewegung zeigen, dass ein kontrahierender Scrollring durch Wechsel-
wirkung mit einem Neumann-Rand stabilisiert werden kann. Der Ring beginnt dabei
eine Oszillation in der (R,z)-Ebene.

Gast hat in [15] gezeigt, dass im erregbaren Oregonator-Modell, Scrollringe mit
negativer Filamentspannung an einem Neumann-Rand stabilisiert werden kénnen
(wenn er nah am Neumann-Rand platziert wird). Ein stabiler Scrollring ist gleich-
zeitig eine stabile Wellenquelle im System. Solche Wellenquellen werden autonome
Schrittmacher genannt.

Bray und Wikswo untersuchen in [9] Paare von Scrollringen mit parallelen Fi-
lamentebenen im Field-Koros-Noyes Modell der BZR. Sie zeigen, dass im Parame-
terbereich positiver Filamentspannung und ohne intrinsische Drift entweder beide
Scrollringe annihilieren oder durch ihre Wechselwirkung die Kontraktion verlangsa-
men. Totz und Steinbock konnten ein System mit dhnlichen Eigenschaften experi-
mentell realisieren. Erste Ergebnisse deuten auf die Existenz eines Scrollrings, der
endlos stabil bleibt.

Im letzten Kapitel wurde zusammengefasst, wie die Wechselwirkung mit einem
Neumann-Rand die Dynamik eines Spiralwelle verdandern kann. In diesem Abschnitt

wird diese Untersuchung auf Scrollringe ausgeweitet.

4.2 3d-Instabilitaten

Die Losungen der CGLE im Dreidimensionalen iibernehmen Eigenschaften aus dem

Zweidimensionalen:
e die Benjamin-Fair-Instabilitét

e Die absolute Welleninstabilitdt von Spiralwellen wird jetzt zur absoluten Wel-
leninstabilitét von geraden Scrollwellen ohne Phasenverdrehung, da man sich
gerade Scrollwellen als triviale dreidimensionale Fortsetzungen von Spiralwel-
len vorstellen kann. Fiir gerade Scrollwellen mit einer Phasenverdrehung haben

Nam et al. in [24] die Grenzen bestimmt, an denen die ausgesandten Wellen



4.2. 3d-Instabilitaten 49

X

Abbildung 4.1: Ein angeschnittener Scrollring. Man kann sich einen Scrollring als die
Rotationsfigur vorstellen, die entsteht, wenn man einen Spiralwelle um die z-Achse
dreht. Die Orte der Phasendefekte bilden jetzt eine Kurve, die Filament genannt
wird.

04Sep16 14-17-09 Detector: 213

Abbildung 4.2: Durchsicht durch Scrollringe in der photosensitiven Belousov-
Zhabotinski-Reaktion im erregbaren Parameterbereich. Quelle: Aufnahme von Az-
hand et al.
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instabil werden. Eine gerade Scrollwelle mit Phasenverdrehung lésst sich in

der Form

A(r,z,0,t) = F(r) expli(wt £ (0 + kz) + ¥(r))] (4.1)

schreiben. Die Stabilitdtsgrenzen, die man fiir verdrehte Scrollwellen erhélt,
unterscheiden sich nur sehr wenig von denen, die man fiir unverdrehte Scroll-

wellen findet. Siehe Abbildung 4.3.

Abbildung 4.3: Grenze der absoluten Instabilitat fiir eine gerade Scrollwelle ohne
Phasenverdrehung (durchgezogene Linie) und mit einer Phasenverdrehung von xk =
0,2 (gepunktete Linie). Abbildung aus [24].

Es kommen zwei neue Eigenschaften von Scrollwellen hinzu, die es nur im Drei-

dimensionalen geben kann:

e Zusitzlich zur Instabilitdt der Wellen kann jetzt auch das Filament selbst in-

stabil werden, indem es sich verformt. Die Instabilitit eines Filaments mit
Phasenverdrehung wird von Nam et al. in [24] und Rousseau et al. in [25] un-
tersucht. Dazu wird der Ansatz 4.1 verwendet. Der Parameterraum ist jetzt
dreidimensional: zusétzlich zu den Parametern o und  kann die Phasenver-
drehung s kontinuierlich variiert werden.

Eine Storungsrechnung um ein gerades Filament zeigt, dass in Abhéngigkeit

der Parameter das Filament auf verschiedene Arten instabil werden kann.
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Wenn im Eigenwertspektrum der linearisierten Gleichung nur ein instabiler
Ast existiert und die Parameter o und [ weit weg von der Linie a@ = [ ge-
wahlt werden, entstehen Helices. (Siehe Kurven a bis d in Abbildung 4.4.)
Wenn zwei instabile Aste existieren, kann es in kleinen Systemen zur Bildung
von Zickzack-férmigen Filamenten kommen und in grofen Systemen zu unge-

ordneten Zustanden.

e Wenn ein gerades, unverdrehtes Filament (k = 0) instabil wird, werden immer
zwei Aste des Eigenwertspektrums instabil [25]. Man beobachtet, dass sich das
Filament spontan streckt und biegt und zu einem Knéuel wird, das das Vo-
lumen fillt. Dieses Phanomen wird Winfree-Turbulenz genannt. Sie resultiert
bei der CGLE aus dem selben Mechanismus, der im Zweidimensionalen zur
beschleunigenden Instabilitét fithrt [5]. Der Parameterbereich, in dem Winfree-
Turbulenz auftritt, ist grofer als der Parameterbereich der beschleunigenden
Instabilitat. Die Ergebnisse von Untersuchungen in diesem Parameterbereich

werden in Abschnitt 4.5.2 vorgestellt.
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Abbildung 4.4: Stabilitdt von Losungen der CGLE in Zweidimensionalen und Drei-
dimensionalen. Unterhalb der gepunktstrichelten Kurve ist ein gerades, unverdrehtes
Filament instabil. Die Kurven a bis d sind die Stabilitdtsgrenzen von geraden, ver-
drehten Filamenten. Unterhalb und rechts von jeder Kurve ist das Filament instabil.
Die verschiedenen Kurven gelten fiir je eine Phasenverdrehung a) x = 0,05 b) k = 0,1
c) k=0,15d) Kk =0,2

Der Stern markiert den Punkt o« = —6, f = —0,2, das Dreieck den Punkt a = —1,4,

p=0,7
Quellen: Kurve fiir das unverdrehte Filament aus [5, 24|, Kurven b und c aus [24],

Kurven a und d aus [25].
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4.3 Kinematische Theorie

Gabbay et al. zeigen in [14], dass fiir einen Scrollring im unendlich ausgedehnten

Medium der Radius eines Filaments folgender Gleichung folgt

d 1+4+a?
—R=— 4.2
dt R (42)
und keine Drift in Richtung der Symmetrieachse des Rings auftritt:
d
—2z=0 4.3
at” (4:3)

Die Ergebnisse wurden im Rahmen einer Stérungsrechnung gewonnen, bei der
der Kleinheitsparameter des Verhéltnis von Kern-Radius zu Filament-Radius ist.
Das Ergebnis ist nur im dem Parameterbereich giiltig, in dem ein gerades Filament
stabil ist.

Gleichungen der Form %R = —% gelten fiir Scrollringe in vielen Reaktions-
Diffusions-Systemen. Die Konstante C' wird Filamentspannung genannt. Analytische
Ausdriicke fiir die Filamentspannung sind oftmals nicht bekannt. Die CGLE stellt
hier eine beachtliche Ausnahme dar.

Eine weitere Besonderheit ist, dass die Filamentspannung in der CGLE immer
positiv ist. Scrollringe im unendlich ausgedehnten Medium kontrahieren also immer
(wenn das gerade Filament stabil ist).

Gleichungen 4.2 und 4.3 beschreiben eine Dynamik, die nur durch die Filament-
spannung bewirkt wird. Im Folgenden wird diese Dynamik daher als intrinsische
Dynamik bezeichnet.

Wir betrachten jetzt einen Scrollring, der parallel zu einem Neumann-Rand liegt.
Der Neumann-Rand soll dabei in der z,y-Ebene liegen und der Scrollring soll anfang-
lich einen Abstand zy zum Rand haben (siche Abbildung 4.5). Betrachtet man einen
Querschnitt durch den Scrollring, so sieht man zwei Spiralwellen. In Abschnitt 3.2
wurde beschrieben, dass eine Spiralwelle driften kann, wenn sie nah am Neumann-
Rand ist. Aus Symmetriegriinden gilt, dass die Driftgeschwindigkeit parallel zum
Rand ihre Vorzeichen wechselt, wenn man den Windungssinn der Spiralwelle um-

kehrt.
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Je nach Windungsinn der Welle, die vom Filament ausgeht, kann man zwei Kon-

figurationen unterscheiden:

e in der kooperativen Konfiguration zeigt die Driftgeschwindigkeit, die durch die
Wechselwirkung einer Spiralwelle mit dem Neumann-Rand resultiert, in die

selbe Richtung wie Kontraktionsbewegung des freien Scrollrings.

e in der antagonistischen Konfiguration zeigt die Driftgeschwindigkeit in die

entgegengesetzte Richtung zur Kontraktionsbewegung des freien Scrollrings.

Abbildung 4.5: Zwei Moglichkeiten, einen Scrollring parallel zu einem Neumann-
Rand anzuordnen. Oben: In der kooperativen Anordnung wirkt die intrinsische
(durch Filamentspannung verursachte) Dynamik des Scrollrings in die selbe Rich-
tung wie die randinduzierte Drift. Unten: In der antagonistischen Anordnung wirken
die intrinsische Dynamik und die randinduzierte Drift in entgegengesetzte Richtun-
gen.

Sowohl die kinematische Gleichungen fiir die Wechselwirkung einer Spiralwelle
mit einem Neumann-Rand 3.3 und 3.4 als auch Gleichungen 4.2 und 4.3 wurden in
einer Storungsrechnung gewonnen, deren nullte Ordnung just die zweidimensionale

CGLE ist. Man kann sich also die Gleichungen fiir die Defekt-Geschwindigkeit als
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kleine voneinander unabhingige Korrekturen vorstellen.! Das motiviert, die rechten

Seiten von Gleichungen 3.3 und 4.2 zu addieren:

d 1+ a?
a'T g

+ v”(z)

Genauso geht man fiir Gleichungen 3.4 und 4.3 vor:

(4.4)

(4.5)

Die Giiltigkeit der Geschwindigkeitsaddition wird im folgenden Abschnitt {iber-

priift. Zunéchst kann aber die Dynamik untersucht werden, wie sie sich aus den

Differentialgleichungen 4.4 und 4.5 ergeben wiirde.

Gleichung 4.5 veréndert sich nicht beim Ubergang vom Zweidimensionalen ins

Dreidimensionale. z relaxiert auch hier in einen Fixpunkt z7. Wenn die Transienten

abgeklungen sind, ist also z konstant. Damit werden auch die Driftgeschwindigkeiten

vy und v zu Konstanten.

Gleichung 4.4 ldsst sich dann schreiben als

d 1+ a?
—R=—
dt R Y
Sie besitzt einen Fixpunkt bei
j 1+ a?

Y|

Die Linearisierung von 4.4 an der Stelle des Fixpunktes ist:

1+ a? Uﬁ

J(R)|p=p+ =

R? | p T l+a2

Der Fixpunkt ist also instabil. Man erwartet, dass Scrollringe in der CGLE, die

mit einem Neumann-Rand wechselwirken, kontrahieren oder expandieren koénnen.

Die Gleichgewichtsposition zwischen Kontraktion und Expansion ist in diesem Fall

allerdings instabil.

!Diese Erklirung geht auf Edward Ott zuriick.
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Insgesamt erhélt man also einen stabilen Fixpunkt fiir die Dynamik von 2z und
einen instabilen Fixpunkt fiir die Dynamik von R. Das ergibt zusammen einen Sat-

telpunkt in der der (R,z)-Ebene.

4.4 Numerische Methoden

4.4.1 Erzeugung von Scrollringen

Die Anfangsbedingung in allen Rechnungen ist ein Scrollring. Um den Scrollring
zu erzeugen, wird von einer Spiralwellen-Losung der zweidimensionalen CGLE die
Rotationsfigur berechnet. Die Symmetrieachse der Rotationsfigur darf dabei um
den Winkel ~ gekippt sein. In den folgenden Untersuchungen wird zunédchst v = 0
gewahlt. Geneigte Scrollringe mit v # 0 werden in Abschnitt 4.5.3 studiert.

Bei der Erzeugung von Scrollringen wird wie folgt vorgegangen: Zuerst wird eine
zweidimensionale Spiralwelle aus generischen Anfangsbedingungen berechnet, wie in
in Abschnitt 3.4.3 beschrieben. Sie liegt im Koordinatensystem (z,y). Dann wird die-
ses Koordinatensystem im Dreidimensionalen um die Achse mit x = 0 rotiert. Dies
erfolgt fiir jeden Drehwinkel so, dass schlieflich die Rotationsfigur der Spiralwelle
im neuen Koordinatensystem (X'Y”,Z’) entsteht. Die Symmetrieachse der Rotati-
onsfigur ist die Z’-Achse. Dieses Koordinatensystem wiederum, wird um den Winkel
~ um die Y’-Achse gedreht. Man erhélt so das Ziel-Koordinatensystem (X,Y,7).

Bei der numerischen Berechnung wird die Riickwartstransformation ausgefiihrt.
Man beginnt bei einem Punkt (X,Y,Z) des Ziel- Koordinatensystems und berechnet
die zugehorigen Ausgangs-Koordinaten (z,y). Dann trédgt man an der Gitterstelle
(X,)Y,Z) den Wert A(z,y) ein. Es wird folgender Algorithmus befolgt:

Fiir jedes Koordinatentripel (X,Y,Z):

1. Berechne die inverse Drehung um den Winkel ~. Verschiebe vorher die Koor-
dinaten, damit (X’,Y,Z’) nicht den Definitionsbereich der Daten verlésst (s.

u.).
(X7Y7Z) — (X/7KZ/) = De_;j(X + X()aYvZ + ZO)
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2. Berechne

(XY, 7)) = (vy) = (VX2 +Y2 7

3. (x,y) ist nun im Allgemeinen keine Stiitzstelle des Gitters. Interpoliere daher
den Wert des Ordnungsparameters Re[A(z,y)] und Im[A(z,y)] am Punkt (z,y)
mit dem kubischen Interpolationsverfahren tricubic. Speichere diesen Wert an

der Stelle (X,Y,Z).

Da die Ausdehnung der zweidimensionalen Lésung beschrénkt ist, miissen fiir alle
Koordinatensysteme die begrenzten Definitionsbereiche der Daten beachtet werden.
Die Transformation von (x,y) nach (X')Y,Z’) ist eine Drehung in der (X’,Y)-Ebene,
siehe Abbildung 4.6. Wenn das Koordinatensystem (x,y) gedreht wird, beschreibt die
auferste Stelle der x-Achse & einen Kreis vom Durchmesser 2z. Aus diesem Kreis
wird dann ein quadratischer Bereich entnommen. Die Koordinaten von (X'Y,Z")

liegen daher in den Bereichen:

X' €[0,2/v/24], Y’ € [0,2/v24], Z" € [0,9]

&/V2

=

2%/V/2

Abbildung 4.6: Grenzen der Koordinatentransformation (x,y) nach (X',Y’,Z")
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Abbildung 4.7: Schema zur Erzeugung von Anfangsbedingungen, bei denen die Sym-
metrieachse des Scrollrings um den Winkel v gekippt ist. Die Seiten des schwarzen
Rechtecks sind die X’- und Z’-Achsen. Die Léngen der Seiten sind X’ und Z'. Die
Seiten des grauen Rechtecks sind die X- und Z-Achsen, ihre Léngen X und Z.
Die weife Linie ist die Symmetrieachse des Scrollrings. Die (Neumann-)Rénder des
gekippten Systems liegen an den Seiten des grauen Rechtecks.

Die Grenzen der Abbildung von (X',Y,Z’) nach (X,Y,Z) sind Abb. 4.7 skizziert.
Es soll aus einem gekippten Rechteck ein nicht gekipptes Reckteck ausgeschnitten

werden, das die maximale Fliache hat. Aus der Skizze folgt:

Xsiny + Zcosy =2 und X cosy + Zsiny = X’ oder

siny cos~y X A
cosy sin-vy Z X’

Invertieren der Matrix fihrt auf

X 1 X'cosy — Z'siny
Z cos(2y) \ 2 cosy — X' siny

Schlieflich muss noch der Punkt (X(,Zy) bestimmt werden. Elementare Rech-
nungen fithren auf (Xy,Zy) = (—X sin®~,X cos ysin~).2

*Herleitung: Zy = Z1, Zo = — = Xo, Z1 = mX1, m = tany & Xo = —m*X,
mit X = X; — X, folgt Xog = —%X = —sin? ’yX und daraus

Zyg=—L1Xg= 2 X:Xcos*ysin'y

T m 1+m?2
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4.4.2 Filamentbestimmung

X

Abbildung 4.8: Vorgehen bei der Filamentbestimmung: fiir jede Gitterzelle werden
die drei Seiten untersucht, die parallel zu den Koordinatenebenen sind. Fiir jede
Seite wird wie in Abschnitt 3.4.4 der Schnittpunkt mit dem Filament berechnet und
gespeichert. Es wird dabei angenommen, dass 1 oder 0 Schnittpunkte in jeder Ebene
existieren.

Bei der Filamentdetektion gilt das selbe Argument wie bei der Suche nach Pha-
sendefekten. Genauso, wie der Phasendefekt fast nie (exakt) auf einer Stiitzstelle
liegt, so liegt das Filament fast nie in einer exakt vorgegebenen Ebene. Wenn das
Filament nicht in einer Ebene liegt, so schneidet es sie in endlich vielen Punkten.
Wenn die ebene Flache ausreichend klein ist, schneidet sie das Filament in Null oder
in einem Punkt.

Diese Uberlegung bestimmt des Vorgehen bei der Filamentdetektion. Als kleine
Flachen werden die Réander jeder Gitterzelle verwendet, siche Abb. 4.8. In samtli-
chen Réndern aller Gitterzellen wird mit dem Algorithmus aus Abschnitt 3.4.4 nach
Phasendefekten gesucht. Das Ergebnis ist eine Menge von Punkten, die zu einem
oder auch zu mehreren Filamenten gehoren.

In einem zweiten Schritt miissen nun disjunkte Filamente erkannt werden. Punk-
te, deren Anstand ||P; — P»|| unter eine Schranke ¢ féllt, werden als zum selben Fila-
ment zugehorig gezihlt. ¢ wird als die Wiirfeldiagonale des Gitterzelle hv/3 gewihlt.
Man kénnte also Punkte zu Paaren zusammenfassen und diese Paare wiederum zu
groferen Tupeln zusammenfassen, wenn deren ,,Abstand* kleiner als ¢ ist, ... Am
Ende erhélt man eine Menge von Tupeln, die alle einen Abstand grofser £ voneinan-
der haben. Das sind dann sie Filamente.

Ein Union-Find-Algorithmus, der diese Idee systematisiert wurde von [29] inspi-

riert. Der Algorithmus nutzt die Vorstellung eines Behélters. Ein Behélter ist eine
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Initialisierung

vergleiche jedes P;

mit allen PJ-, j#i

falls d(P,

P
@5 % o (7o) (2] (B - (7]
verschiebe den Inhalt des Behalters

ka
I6sche den Behalter und setze den Vergleich fort.

Pk

Abbildung 4.9: Algorithmus zur Filamenttrennung. Verschiedene Punkte sind mit P,
bezeichnet, die Rahmen kennzeichnen Behélter. Es sind die ersten Schritte skizziert,
bei denen ein Behilter nur einen oder zwei Punkte gruppiert.

B1 Bi j+1
‘ F_)a \ F_)i ‘Pkﬂ\ ‘ \
: 4 Pm
Py
P,
N/
B1 Bi J+1 Bn
‘ F_)a \ Pi ‘ \ ‘Pkﬂ\
: Pm :
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P
P
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Abbildung 4.10: Algorithmus zur Filamenttrennung: Im Allgemeinen gruppiert jeder
Behalter eine Vielzahl von Punkten. Der erfolgreiche Vergleich von den zwei Behal-
tern B; und B; fiihrt dazu, dass alle Punkte aus B; nach B; verschoben werden.
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Datenstruktur/ein Tupel, das einen oder mehrere Punkte beinhalten kann.® Zwei
Behalter Byund Bs gelten als verbunden, wenn es zwei Punkte P, € B; und P, € By
gibt, so dass |P — P»|| < e. Es seien N Punkte vorhanden, die zu sortieren sind.
Am Anfang des Algorithmus werden N Behélter angelegt und jeder Punkt in einen
eigenen Behélter gelegt, siche Abbildung 4.9. In einer Schleife werden alle moglichen
Paare von Behéltern darauf iiberpriift, ob sie verbunden sind. Findet sich ein Paar
verbundener Behalter, so wird der Inhalt des einen Behélters in den anderen Behal-
ter verschoben und der leere Behélter geloscht. Wurde ein Behélter mit zusatzlichen
Punkten befiillt, so muss nicht der gesamte Behélter nochmals mit allen anderen
Behaltern auf Verbundenheit getestet werden. Es reicht aus, wenn nur der Teil, der
neu hinzugekommen ist, verglichen wird.

Der Algorithmus endet, wenn keine verbundenen Behélter mehr iibrig sind. Dann
enthélt jeder Behilter ein Filament.

Fiir jedes Filament F' konnen nun charakteristische Grofen bestimmt werden.

Diese sind:

e als Hilfsgrofe der Schwerpunkt
(0) =+ > x (4.6)

o der Filament-Radius

(R) =+ 3"k~ ()] (4.7

e der Fehler des Radius

o(R) = \/ﬁ (k- ()] - ()2 (45)

e die Hohe, aus der sich der Abstand zum Rand berechnen lasst

(z) = Oy (4.9)

3In der C+4-+-Implementierung wird dafiir eine STL-Liste verwendet.
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e und der Fehler der Hohe

o(z) =, [ (23— (2)) (4.10)

mit N der Anzahl der Punkte im Filament.

Im Folgenden werden Scrollringe im Parameterbereich untersucht, in dem ebene
Wellen konvektiv instabil sind. Storungen, die z. B. aufgrund einer verédnderten Dy-
namik des Phasendefekts entstehen, wandern mit den Wellen mit. Wenn die Wellen
auf den Rand des Volumens treffen, bleiben die Storungen bestehen und es kann in
der Ndhe der Rander zur Turbulenz kommen. Dabei entstehen eventuell neue Fila-
mente. Wenn der zu untersuchende Scrollring von vielen Wellenléngen abgeschirmt
ist, so stort die Turbulenz zwar nicht die Dynamik, es ist aber nicht mehr trivial,
das richtige Filament zu finden. Daher werden fiir alle Filamente F; die charakte-
ristischen Grofsen berechnet und dasjenige Filament F™* ausgewahlt, fiir das sich die

charakteristischen Grofen am wenigsten in der Zeit gedndert haben.

F*(t) = F,(t) mit d(F,,F*(t — Ab)) < d(Fj,F*(t — At)) i # j

wobei

d(F,.Fy) = [(R(F)) — (R(F))] + [(2(F)) — (2(F}))]”

4.4.3 Bestimmung der Phasentorsionskurve

Wenn die Rotationssymmetrie eines Scrollrings gebrochen wird, kann es interessant
sein, Figenschaften der Wellen zu bestimmen, die vom Filament ausgesandt werden.
Eine wichtige Eigenschaft ist die lokale Phase der Wellen. Schneidet man einen
Scrollring senkrecht zur Tangente ans Filament auf, so sieht man eine Spiralwelle.

Diese wird durch Gleichung 3.2 beschrieben:

A(r,0,t) = F(r) exp{i][—wt + m0 + ()]}

Fiir Orte nah am Phasendefekt r = ry 4 or mit ||0r|| = € = const und fiir ¢t = const

konnen die t- und r-Abhéngigkeiten in die zwei Konstanten ¢; = F(ry + dr) und
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¢y = —wt + YP(ry + dr) aufgenommen werden und man erhalt fiir m = +1

A(0) = ¢y exp{i(mb + c2) }

Das motiviert die Definition der lokalen Phase ®(6) durch

A(0) = 1 expi®(6)

Die Phase ®(0) ist eine lineare Funktion des Winkels 6.

B(0) = mh + ¢ (4.11)

Es wird nun der Winkel 6* gesucht, fiir den

B(0*) =0 (4.12)

gilt. Einsetzen von 4.12 in 4.11 liefert

0" = 0 — md(0) (4.13)

fiir beliebige 6.

@* definiert nun den Winkel einer charakteristischen Phase im Zweidimensiona-

len. Diese Definition wird im Dreidimensionalen mit dem Phasenzeiger erweitert.

Definition des Phasenzeigers: (siche Abb. 4.11) betrachte den Schnittpunkt
ryp des Filaments mit einer Ebene (schwarzer Punkt). In der Ndhe dieses Phasen-
defekts nimmt die Phase ®(6) = arg(A(f)) alle Werte an. Es wird nun der Vektor
py+ definiert, der vom Phasendefekt in die Richtung zeigt, in der ®(6) = 0 gilt. Die
Spitze des Phasenzeigers liegt am Ort ry + cpy-. ¢ € Q wird dabei so gewéhlt, dass

der Phasenzeiger in der Visualisierung gut erkennbar ist.
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arg(A)

Abbildung 4.11: Der Phasenzeiger pg- liegt in der Ebene, die senkrecht zur Tangente
an das Filament ist. Er zeigt vom Schnittpunkt ry dieser Ebene mit dem Filament auf
einen Ort ry+cpyg+nah des Filaments, an dem die Phase des Ordnungsparameter Null
ist. Man kann sich den Phasenzeiger auch als Tangente an eine Isokonzentrationslinie
der Phase am Ort ry vorstellen.

150

100%

50

\0 .

Abbildung 4.12: Schar von Phasenzeigern fiir eine gerade, unverdrehte Scrollwelle.
Im Hintergrund ist ein Schnitt durch das Feld arg[A(z,y = 400,z)] dargestellt. Das
Feld ist gleich fiir alle Werte von y. Die blaue Kurve ist das Filament. Die rote
Kurve, die durch die Spitzen aller Phasenzeiger geht, ist die Phasentorsionskurve.

Da das Filament eine Kurve von Phasendefekten ry(s) mit der Bogenldngen-

parametrisierung s ist, so ist der Phasenzeiger auch eine Funktion der Bogenlédnge

Po+ = Po-(ro(s)).
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Um py+ an der Stelle s zu berechnen, muss zunéchst die lokale Schnittebene
durch die Scrollwelle gefunden werden, die senkrecht zum Filament ist. Diese wird

mit Hilfe des normierten Tangentialvektors t(s) des Filaments konstruiert.

t(sp) wird numerisch mit einem zentrale-Differenzen-Verfahren* berechnet

rg(s1) — ro(so) rg(so) — ro(s-1)
2|ro(s1) =ra(so)ll ~ 2][ra(so) = ra(s-1)ll

dabei sind ry(s_1), rg(sg) und ry(s;) drei ndchste Nachbarn aus der Menge der

t(s0) ~

Filamentpunkte.

Die lokale Schnittebene wird von zwei Vektoren n und b aufgespannt, die senk-
recht zu t liegen. Wahle

n=(ext)xt

mit einem kanonischen Einheitsvektor e € {e,,e.}, e }f t und wihle

b=txn

Es bleibt zu zeigen, dass n -t = 0. Einsetzen fiihrt auf

n-t=(ext)xt-t=0

weil der Ausdruck die Form eines Spatproduktes hat, in dem t doppelt vorkommt.

Da py+ und n beide in der lokalen Schnittebene liegen, kann pg« durch die Dre-
hung von n in dieser Ebene um einen geeigneten Winkel gewonnen werden. Sei eg

der Einheitsvektor der auf den Punkt mit § = 0 zeigt und sei D{ die Drehung um

4Die verwendete Ableitung ist rein heuristisch und nicht mathematisch motiviert. Fiir eine
genauere Berechnung miisste der Ausdruck fiir eine Savitzky-Golay-Ableitung auf einem nicht-
dquidistanten Gitter hergeleitet werden.
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die Achse t um den Winkel 6. Dann folgt aus 4.13 mit 6 = #(n) = £(ep,n)

0 = 60(n) —mPd(n)
Dfe, = D!™p mme
Die, = D™ p!Me,
Dt—mCI)(n)

Po- = n

Das ergibt die Rechenvorschrift fiir pg-. Die Drehung Dy ™™ berechnet sich
nach der Gleichung

Din = t(t-n)+cos(y)(t xn) X t+sin(y)t xn

= cos(y)(t x n) X t +sin(y)t x n (4.14)

Schliefslich muss noch die Invarianz von pg+ unter Umparametrisierung des Fila-
ments iiberpriift werden. Betrachte dazu den Vorzeichenwechsel der Terme von 4.14

unter der Ersetzung s - —s =t — —t.

Term transformierter Term
cos(—m®P(n))(t x n) x t n=(ex—t)x —t=n
= {t'xn)xt'=(—txn)x —t=(txn)xt O
sin(—m®(n))t x n sin(—m®(n’))t' x n’ = —sin(—m®(n))t xn 4

Die Transformation des zweiten Terms ist nicht invariant. Die Ursache dafiir ist,
dass bei der Umparametrisierung t — —t eine rechtshéndige Spiralwelle in eine
linkshéndige transformiert wird, da man sie ,von der Riickseite” betrachtet. Daher

muss m auch das Vorzeichen wechseln. Es gilt

m = sig{[®(rg + €b) — ®(ry + en)| mod 27}

denn fiir eine rechtshéindige Spiralwelle ist ®(ryp + eb) > ®(ry + en) mod 27 und
umgekehrt fiir eine linkshéndige. In der numerischen Implementierung wird die un-

iibersichtliche Modulorechnung durch eine Rechnung im Komplexen ersetzt. Man
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erhalt
A(I‘@ + Gb)
A(rg + en)

]

m = sig arg|

Die Werte des Ordnungparameters an den Stellen ryp + eb und ry + en erhilt man
durch kubische Interpolation.

Zusammenfassend berechnet sich die Spitze des Phasenzeigers nach
P.=rp+ c{cos(—m®P(n))(t x n) x t 4 sin(—mP(n))t x n}

Die Abbildung zwischen Bogenlénge und Zeigerspitze s — P.(s) bildet die Pha-
sentorsionskurve.
Die Definition eines Phasenzeigers kann evtl. auf andere Reaktions-Diffusions-

Systeme verallgemeinert werden. Voraussetzung ist die Definition einer Phase ®(r).

4.4.4 Losen der CGLE
4.4.4.1 Gitterauflésung

Bei den Rechnungen im Dreidimensionalen steigt der Speicherbedarf und die Re-
chenzeit enorm, verglichen mir den Anforderungen fiir zweidimensionale Rechnun-
gen. Daher ist ein Kompromiss zwischen der Systemgréfse und der Gitterauflosung
notig.

Die Systemgrofe muss ausreichen, um einen Scrollring aufnehmen zu kénnen, der
ca. zwei bis vier Wellenldngen von den Randern entfernt ist. Bei einer Wellenlénge
von A = 13h und einem Abstand von 4 Wellenldngen in jede Richtung liegt die
typische Systemlénge bei 8\ ~ 100h.

Die ortliche Auflosung des Gitters muss grof genug sein um die Wellen und
die Umgebung des Phasendefekts realistisch abzubilden. Als heuristisches Kriterium
wird hier die Symmetrie des Scrollrings benutzt. Im Bereich positiver Filamentspan-
nung kann man davon ausgehen, dass der Scrollring wahrend seiner Kontraktion sei-
ne Rotationssymmetrie behilt. Gittereffekte machen sich dadurch bemerkbar, dass
die Kontraktionsgeschwindigkeit entlang der Gitterachsen von der Kontraktionsge-

schwindigkeit schrig zu den Gitterachsen abweicht. Das Filament des Scrollrings
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bekommt dadurch vier ,,Ausbuchtungen“ in Richtung der Gitterdiagonalen. Quan-
titativ wird dieser Fehler iiber die Standardabweichung des Filamentradius o(R)
berechnet, wie in Abschnitt 4.4.2 beschrieben. Wir fordern o(R)/(R) < 1%. Im Be-
reich der stabilen Filamente reicht h = 1 fiir den Fall des freien Scrollrings und den
Fall mit geradliniger Drift. Im Fall von iiberlagerter Drift-/Maanderbewegung muss

h = 0,5 gewahlt werden.

4.4.4.2 Pseudo-3d-Rechnung

Wenn die dreidimensionalen Rechnungen bestéatigen, dass die Rotationssymmetrie
eines Scrollrings wahrend seiner Entwicklung erhalten bleibt, kann man ein Koor-
dinatensystem verwenden, dass die Rotationssymmetrie erzwingt, und effektiv ein
zweidimensionales Problem losen. Der Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten lau-

tet

19, 0A 19?4  9%*A

AA = ——(r— —_— 4 —
rar(rar)+ rZ o2 + 022

Wenn man Symmetrie in ¥-Richtung annimmt, gilt

C10A  PA  PA 104

Toror | arr 922 ror

AA + AyA

Der dreidimensionale Laplace-Operator ist also der zweidimensionale Laplace-Operator
mit einem zusétzlichen Gradienten-Term. Das Feld A ist ein Schnitt durch den Scroll-
ring entlang des Radius. Vom Filament bleibt nur ein einziger Punkt (rp-e,,rp-e,) =
(R,z) tibrig. Dessen Position kann mit dem Verfahren aus Abschnitt 3.4.4 bestimmt
werden.

Der Laplace-Operator kann einfach implementiert werden, wenn R > 1 gilt.
Dann ist die Singularitit des Koordinatensystems weit vom Filament entfernt und
wird durch viele Wellenldngen abgeschirmt. Die Rechnung in der Nahe der Koordi-
natensingularitdt muss dann nicht mehr exakt sein und man kann den zuséatzlichen

Gradiententerm ignorieren.®

5Eine bessere Approximation erhilt man, wenn der Term %%A fir 7 — 0 nach der Regel

von I’'Hopital ausgewertet wird. Wenn man fordert, dass die Losung beziiglich der Achse r = 0
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Man erhélt also fiir die numerische Implementierung des Laplace-Operators in

Zylinderkoordinaten

18A+A2A 7“21

T or

AQA r<l1

AA =

4.5 3d-Dynamik: Wechselwirkung eines Scrollrings

mit einem Neumann-Rand

4.5.1 Parameterbereich der stabilen Filamente

In einem ersten Schritt wird die Dynamik eines Scrollrings untersucht, dessen Fi-
lamentebene parallel zu einem Neumann-Rand liegt. Die Symmetrieachse steht al-
so senkrecht auf dem Rand. Es werden die experimentell motivierten Parameter

a=—14, f=0,7 gewihlt.

1. Zuerst wird auf einem Gitter von L-W - H = 185-185-101 Punkten ein Scroll-
ring erzeugt. Die Spiralwelle, aus der die Rotationsfigur erzeugt wird, hat den
Phasendefekt am Punkt (z,y) = (50h,50h). Man erhélt daher einen Scrollring
mit einem Radius Ry = 50h = 3,7\ und mit einem Abstand zy = 50h = 3,7\
zu den Neumann-Réndern (die parallel zum Ring liegen). Die restlichen Be-
grenzungen des Volumens werden auch als Neumann-Rénder gewahlt. Der mi-
nimale Abstand zwischen dem Filament und den restlichen Begrenzungen ist
3,2). Dieser Scrollring ist die Anfangsbedingung A(r,t = 0) fir alle folgenden
Schritte.

2. Das Feld A(r,t) wird numerisch in der Zeit entwickelt. Mit einem Abtast-
Intervall von At = 2,5 wird das Filament detektiert und sein mittlerer Radius
(R) (t) sowie der mittlere Abstand (z) (¢) zum Neumann-Rand nach Gleichun-
gen 4.6 bis 4.10 bestimmt.

symmetrisch ist, gilt %—f(r — 0) — 0. Dann folgt AA = 88722 + 2% fiir r — 0 [§].
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3. Jetzt wird A auf die Anfangsbedingung zuriickgesetzt. Das Gebiet wird ver-
kleinert, indem ein Block der Héhe Az = 5h entfernt wird. Das ist auf zwei
Arten moglich, weil der Block entweder am unteren Ende des Volumens [0,5h)
oder am oberen Ende des Volumens (h — 5,h] entfernt werden kann. Bei der
gewahlten Anfangsbedingung entspricht des Entfernen am unteren Ende dem
Vorbereiten einer kooperativen Anordnung und das Entfernen am oberen Ende
dem Vorbereiten einer antagonistischen Anordnung. Diesen Sachverhalt kann
man sich anhand der Abbildung 4.5 klar machen. Die Scrollringe in der ko-
operativen und der antagonistischen Anordnung gehen durch Spiegelung an
der Ebene z = const ineinander iiber. Nur die Position des ndchstgelegenen
Neumann-Randes (oberhalb oder unterhalb des Scrollrings) bestimmt das Ver-
halten.

Da alle anderen Rénder im urspriinglichen Abstand bleiben, kann man davon
ausgehen, dass nur der verschobene Rand die Dynamik verédndert. Das Feld
wird jetzt wie in Schritt 2 in der Zeit entwickelt und die Eigenschaften des

Filaments verfolgt.

4. Sukzessive werden immer breitere Blocke vom Gebiet entfernt, jeweils fiir die
kooperative und die antagonistische Anordnung. Fiir jede neue Anfangsbedin-

gung werden die Zeitentwicklung und die Filament-Verfolgung wiederholt.

Die Zeitverldufe (R) (t), (z) (t) und die Bahnkurven ((R) (), (z) (¢)) sind in den
Abbildungen 4.13 und 4.14 dargestellt. Als rdumliche Einheit wird die Wellenlénge
A der freien Spiralwelle verwendet, die in Abschnitt 3.5 bestimmt wurde. Fiir jede
Kurve ist der Abstand 2, zum néchsten Neumann-Rand angegeben, der parallel zur
Filamentebene ist.

In der antagonistischen Anordnung beobachtet man in Abhéngigkeit von z:

e Bei grofen Abstanden zp € {2,7),2,3),1,9\} kontrahiert der Scrollring nur
durch seine intrinsische Dynamik. Die Entwicklung des Radius und die Drift

folgt den kinematischen Gleichungen 4.2 und 4.3.

e Bei mittleren Abstédnden zy € {1,6\,1,2\} wird die Kontraktion verlangsamt.

Die Filamentebene nimmt einen konstanten Abstand zum Rand an. Im Zweidi-
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Abbildung 4.13: Gegeniiberstellung der Filamentdynamik eines Scrollrings im ant-
agonistischen Fall (rechte Spalte) mit der Bewegungs des Phasendefekts einer Spi-
ralwelle bei Wechselwirkung mit einem Neumann-Rand (linke Spalte). Die Typen
der Attraktoren (Drift, Drift-/Maanderbewegung, siche Abbildung 3.8) bleiben er-
halten.
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Abbildung 4.14: Gegeniiberstellung der Filamentdynamik eines Scrollrings im koope-
rativen Fall (rechte Spalte) mit der Bewegungs des Phasendefekts einer Spiralwelle
bei Wechselwirkung mit einem Neumann-Rand (linke Spalte). Auch hier bleiben die
Typen der Attraktoren erhalten.
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mensionalen driftet eine Spiralwelle mit dem gleichen Abstand zum Neumann-

Rand parallel zum Rand.

e Bei kleinen Abstidnden zy ~ 0,8\ findet eine Expansion des Scrollrings mit ei-
nem iiberlagerten Maandern statt. Der Abstand der Filamentebene zum Rand
schwingt um einen konstanten Wert. Eine Spiralwelle im zweidimensionalen
System mit den selben Parametern vollfiithrt eine Bewegung, die sich aus Drift

und Méaandern zusammensetzt.
In der kooperativen Anordnung beobachtet man in Abhéngigkeit von zy:

e Bei grofen Abstédnden zg € {3,0),2,6,1,9A} beeinflusst der Rand nicht die
Dynamik des Filaments. Der Scrollring kontrahiert durch seine intrinsische

Dynamik.

e Bei mittleren Abstdnden zy =~ 1,5\ wird die Kontraktion beschleunigt. Die
Filamentebene nimmt einen konstanten Abstand zum Rand an. Im zweidi-
mensionalen System driftet eine Spiralwelle mit dem gleichen Abstand zum
Neumann-Rand parallel zum Rand. Die Richtung der Drift ist entgegengesetzt

zur Richtung im antagonistischen Fall.

e Bei kleinen Abstédnden zp € {1,2\,0,7A\} findet eine schnelle Kontraktion des
Scrollrings mit einem iiberlagerten Maandern statt. Der Abstand der Filamen-
tebene zum Rand schwingt um einen konstanten Wert. Auch hier dhnelt die

Bewegung im Dreidimensionalen der Bewegung im Zweidimensionalen.

Man beobachtet in den Simulationsergebnissen, dass die Wechselwirkung mit einem
Neumann-Rand einen kontrahierenden Scrollring in einen expandierenden iiberfiih-
ren kann. Weiterhin bleiben qualitativ die Typen der Attraktoren erhalten, die aus
dem Zweidimensionalen bekannt sind: fiir kleine Absténde beobachtet man einen ers-
ten Attraktor, bei dem Méaandern und Drift auftritt und bei mittleren Abstdnden

einen zweiten Attraktor, bei dem eine geradlinige Drift auftritt.

Bestimmung der Gleichgewichtsposition zwischen Kontraktion und Ex-
pansion In der vorangehenden Untersuchung wurde nur eine Expansion des Scroll-

rings beobachtet, wenn 2, in dem Bereich liegt, in dem auch Maandern auftritt. Jetzt
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soll untersucht werden, ob in der antagonistischen Anordnung auch eine Expansion
auftreten kann, wenn zy in Bereich der geradlinigen Drift liegt. Dazu werden zj als
auch Ry variiert und die kritischen Werte gesucht, bei denen eine Kontraktion in
eine Expansion wechselt.

Die Rechnungen werden in Zylinderkoordinaten durchgefiihrt. Als Anfangbedin-
gung wird eine Spiralwelle verwendet, die eine Losung der zweidimensionalen CGLE
ist. Der Ort des Phasendefekts der Spiralwelle bestimmt die anfénglichen Parame-
ter (Ry,z0) des Filaments. Die Bahnkurven ((R) (¢), (z) (t)) um die kritischen Werte
sind in den Abbildungen 4.15 und 4.16 aufgetragen.

zZ/\

1.5} "—___‘_—___—__._—;—_:_":_:;'_'_':;-—-\ R/, 2\
TP — 7.46,1.12

1.4} — 7.54,1.12
:* e ,' - 7.61,1.12

: - 7.69,1.12

1.3 -ee- 7.46, 1.49
... 7.54 1.49

.. 7.61, 1.4

1.2 e 8
e = PE— Pa— —\"T"'Tﬁ_._\.‘n—k.\. | R/)\

71 72 73 74N 75. 16 “71.7

Abbildung 4.15: Bahnkurven in der (R,z)-Ebene um einen Fixpunkt des antagonis-
tischen Falls (konstante Drift). Die Bahnkurven beginnen an den Punkten (R,z), die
in der Legende angegeben sind.

Sowohl fiir den Fall der geradlinigen Drift als auch fiir den Fall der zusammen-

gesetzten Maander-/Driftbewegung findet man einen instabilen Fixpunkt.

e Im Fall der geradlinigen Drift laufen die Bahnkurven gegen einen festes z.,
sowohl fiir Anfangbedingungen mit zy < z4y, also auch mit zy > z,. (Dabei
darf 2z allerdings nicht zu weit von z,; entfernt sein.) Wenn die Trajektorien
die Linie mit z = 2z, schneiden, bestimmt der Wert von R die weitere Ent-
wicklung. Fiir R < 7,17\ kontrahiert der Ring, fiir R > 7,17\ expandiert er.

Es existiert also ein Sattelpunkt in der (R,z)-Ebene.

e Im Fall von iiberlagerter Drift-/Madanderbewegung wird die Dynamik klarer,

wenn man die gleitenden Mittelwerte R(t) = 55 S22 R(t 4 2i) und z(t) =
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Abbildung 4.16: Gemittelte Bahnkurven (siehe Text) in der (R,z)-Ebene um einen
Fixpunkt des antagonistischen Falls (M&ander-/Driftbewegung). Die Bahnkurven
beginnen an den Punkten (R,z), die in der Legende angegeben sind.

= S22, 2(t 4 2i) auftrigt. Das Intervall T' = 2-20 wird dabei so gewihlt, dass
die iiberlagerte Schwingung verschwindet und die Bewegung des Schwingungs-
mittelpunkts iibrig bleibt.

Es laufen nur die gemittelten Bahnkurven mit zy < 1,1\ gegen ein festes Z,.
Wenn sie die die Linie mit Z = Z,,; schneiden, bestimmt der Wert von R die
weitere Entwicklung. Fiir R < 2,85\ kontrahiert der Ring, fir R > 2,85\
expandiert er. Fiir die gemittelten Kurven existiert ein ,Sattelpunkt”. Fiir
2o > 1,1\ laufen die Bahnkurven gegen den oben genannten Attraktor, bei

dem die geradlinige Drift auftritt.

Uberpriifung der phinomenologischen Geschwindigkeitsaddition Jetzt soll

die Giiltigkeit der phdnomenologischen Gleichung 4.4

1+a?

—R(t) + UH(t) (4.15)

vp(t) = —

iiberpriift werden.

Die Grofsen in der Gleichung werden wiefolgt bestimmt:

e der Filamentradius R(t) = (R) (t) wird aus der Simulation im Dreidimensio-

nalen gemessen.
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e die zeitliche Ableitung des Filamentradius vg(t) = (R)(t) wird aus der Zeitrei-
he (R) (t) durch numerische Differentiation gewonnen. Dazu wird ein Savitzky-
Golay-Filter 4. Ordnung mit einer Fensterbreite von 15 Punkten (das ent-
spricht At = 7,5) verwendet [26]. Fiir die Zeitreihen, die eine Drift-/Madanderbewegung
beschreiben, kann die Ableitung mittels finiter Differenzen berechnet werden,
da diese Zeitreihen fiir (R) (¢) mit einer héheren Genauigkeit erzeugt wurden

(siehe auch 4.4.4.1).

e die zeitliche Ableitung v)(t) der -Position des Phasendefekts einer Spiralwelle.
x(t) wird in Simulationen gemessen. Dazu wird im Zweidimensionalen eine An-
fangsbedingung préapariert, die identisch ist mit einem radialen Schnitt durch
die Anfangbedingung der dreidimensionalen Rechnung. v)(t) wird genau wie

vg(t) durch numerische Differentiation von x(t) berechnet.

Die linke Seite von Gleichung 4.15 ist in der oberen Zeile der Abbildungen 4.17 und
4.18 als graue Kurve eingetragen, die rechte Seite der Gleichung als schwarze Kurve.
Die Ubereinstimmung der Kurven kann als Ma® fiir die Erfiillung von Gleichung

4.15 angesehen werden.

Ein anderes Maf erhilt man, wenn man Gleichung 4.15 integriert. Die Gleichung
wird als Anfangswertproblem fiir R(t) interpretiert mit der vorgegebenen Inhomoge-
nitét v, (¢).° In der unteren Zeile der Abbildungen 4.17 und 4.18 ist die numerische
Losung der Differentialgleichung als schwarze Kurve eingetragen. Der gemessene
Verlauf von (R) (¢) ist in grau eingetragen. Die Differenz der beiden Kurven hat die

anschaulichere Einheit Lange.

Man sieht in den Abbildungen, dass die phinomenologische Gleichung sowohl
fiir die antagonistische Anordnung als auch die kooperative Anordnung gut erfiillt

ist.

6Die Ergebnisse bei dieser Vorgehensweise sind bis auf die Wahl der Anfangsbedingung R(t = 0)
dquivalent zum Vergleich der Geschwindigkeiten in Gleichung 4.15. Es handelt sich also nicht um
eine unabhéngige Methode um die Giiltigkeit der Gleichung zu tiberpriifen.
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Abbildung 4.17: Vergleich zwischen der dreidimensionalen Filamentdynamik (graue
Linien) und der Dynamik, die sich aus der Addition der Geschwindigkeiten v und vg
ergibt (schwarze Linien) fiir Konfigurationen mit konstanter Drift. Gestrichelte Li-
nien geben zum Vergleich die Dynamik eines Scrollrings im unendlich ausgedehnten
Volumen wieder (v = 0). Links der Fall der antagonistischen Konfiguration, rechts
der Fall der kooperativen Konfiguration. In der oberen Bilderzeile ist die radiale
Geschwindigkeit aufgetragen. In der unteren Zeile ist der Radius aufgetragen.

4.5.2 Parameterbereich der Winfree-Turbulenz

In diesem Abschnitt wird die vorangehende Untersuchung im Parameterbereich der
Winfree-Turbulenz wiederholt. Eine Motivation unter anderen sind die Ergebnis-
se von Alonso et al. [2]. Dort konnte fiir das Barkley-Modell gezeigt werden, dass
sich Scrollringe mit negativer Filamentspannung durch die externe Kontrolle der
Erregbarkeit stabilisieren lassen. Dazu musste die Erregbarkeit mit einer Frequenz
oszillieren, die grofer als die Rotationsfrequenz der Scrollwelle ist. Die Wechselwir-
kung mit einem Neumann-Rand stellt eine Art von resonanter Riickkopplung dar,
daher wird fiir die CGLE untersucht, wie diese Wechselwirkung die Dynamik eines
Scrollrings veréndert, wenn sein Filament instabil ist, und ob vielleicht sogar das
Filament stabilisiert werden kann.

Es werden die Parameter o = 6, 5 = 0,2 gewahlt. Dieser Punkt ist in Abbildung
4.4 mit einem Stern markiert. Fiir diese Wahl tritt die beschleunigende Instabilitét

im Zweidimensionalen nicht auf. Daher kann die Anfangsbedingung fiir die drei-



78 4.5. 3d-Dynamik: Wechselwirkung eines Scrollrings mit einem Neumann-Rand

Zy=0.747\ Zy=0.747\

< 003} B t
% 0.02} § 0o
S 2 -0.02}
£ oot 2
Z Z -0.03}
2 2
8 & -0.04f

-0.01t

R
t

5.5¢ 35

5.0 3.0
S a5t = 25
(2]
2 40} 3 20
g '8 15
® 3.5} g

3.0 1.0

o5l 05

0.0

Abbildung 4.18: Wie in Abb. 4.17 fir den Fall der iiberlagerten Drift-
/Méanderbewegung.

dimensionalen Rechnungen genau wie im letzten Abschnitt aus der Rotationsfigur
einer Spiralwelle erzeugt werden. Fiir die asymptotische Wellenldnge erhélt man
\ = 15,5k = 31.,0.

Zuerst wird als Referenz ein freier Scrollring untersucht. Auf einem Gitter der
Groke L - W - H = 282 - 282 - 101 wird eine Anfangsbedingung A(x,t = 0) mit
Anfangsradius Ry = 200 = 6,4\ erzeugt. Das Feld A(x,t) wird numerisch in der Zeit
entwickelt. Alle Rédnder werden als Neumann-Rénder gewéhlt. Das Filament wird
mit einem Abtastintervall At = 1 detektiert. Es werden folgende charakteristische

GroRen berechnet:

die Anzahl der Filamente

der mittlere Filamentradius (R) (t)

die Bogenléinge des Filaments L(t) = S70 7" |lx; — xi44]]

die Ausdehnung des Filaments (oder Filamentknéiuels) in z-Richtung Az =

MaXyer T3 — Milycp T3

Fiir den freien Scrollring beobachtet man zwei Effekte, die auf verschiedenen Zeits-

kalen stattfinden:
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e bis ¢ =~ 40 kontrahiert der Ring. Die Rotationssymmetrie bleibt im Wesentli-

chen erhalten.

e danach setzt die Instabilitdt des Filaments merklich ein. Das Filament ver-
formt sich und wird Zickzack-formig. Dann dehnt sich das Filament an den
Stellen, an denen die Ausbuchtungen sind, und die Verformung wird stérker.
An einigen Stellen beriihren sich zwei Punkte des Filaments und es entstehen
kleine Scrollringe, die sich vom Haupt-Filament abschniiren. Diese Scrollringe
kontrahieren schnell und annihilieren. Das Filament wird zunehmend gewun-
dener und nimmt einen in etwa torusformigen Bereich ein, in dessen Mitte zu
Anfang der Scrollring lag. Es schniiren sich weitere Scrollringe vom Hauptfila-
ment ab, die zum Rand driften (vermutlich weil der Ring in sich verdreht ist”)

und dort aufreifien.

Diese Beobachtung setzt eine Einschrankungen fiir die weitere Untersuchung:

Nur am Anfang der Entwicklung kann man eine kooperative oder antagonistische
Anordnung definieren. Das Filament muss sich im Wesentlichen in der Néhe eines
Randes befinden. Weiterhin darf es auch nur einen grofen Scrollring geben. Daher
werden die charakteristischen Grofen (R), L und Az nur fiir die Zeit untersucht, in
denen nur ein einziges Filament existiert.

Nun wird die Untersuchung aus dem letzten Abschnitt wiederholt. Es werden
Anfangsbedingungen erzeugt, in denen der Scrollring in die Néhe eines Randes ge-
riickt wird, der parallel zur Ring-Ebene liegt. Jede Anfangsbedingung ist eindeutig
durch den anfénglichen Abstand zy zwischen der Filamenteebene und dem néchsten
Neumann-Rand bestimmt.

Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 4.19 bis 4.22 dargestellt.

In der Abbildung fiir die Anzahl der Filamente (4.19) beobachtet man, dass fiir
alle Anfangsbedingungen das Filament in viele Teile zerfallt. In der antagonistischen
Anordnung entstehen etwa doppelt so viele Filamente wie in der kooperativen An-

ordnung. Das lasst sich damit erkldren, dass der Scrollring in der antagonistischen

"Diese Hypothese kann iiberpriift werden, indem man die Verschlingungszahl [k(F,P) dieses
Filaments F' mit seiner Phabentorblonbkurve P berechnet. Die Berechnung kénnte mit Hilfe des
Gauk’schen Integrals Ik(F,P) = i~ §. §,, £1=%25 - (dr; x dry) erfolgen.

ri—r2
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Anordnung expandiert und schneller an die seitlichen Rénder stoft.

In Abbildung 4.20 ist die Lénge des Filaments L iiber dem mittleren Radius
(R) aufgetragen. Bevor die Instabilitit einsetzt, ist das Filament kreisformig und es
gilt L = 27 (R). Wenn das Filament instabil wird, zieht es sich in die Lénge. Die
Struktur, die dabei entsteht, ist gefaltet, so dass der mittlere Radius etwa konstant
bleibt. Es gilt also L > 27 (R).

Hier sieht man klar, dass in der antagonistischen Konfiguration eine Expansi-
on und in der kooperativen Konfiguration eine verstirkte Kontraktion stattfindet.
In der kooperativen Konfiguration mit zy = 10 wird das Ausdehnen des Filaments
unterdriickt, da L nicht ansteigt. Eine beschleunigte Kontraktion kann also die In-
stabilitat abschwéchen.

In den Kurven fiir die Hohenausdehnung Az (Abbildung 4.21) sieht man, dass
Az beschleunigt anwéchst. Die Instabilitdt des Filament wird nicht unterdriickt. Die
iiberlagerte Schwingung riihrt daher, dass sich die Ausbuchtungen im Filament um
die Filamentachse drehen. Da man in der Abbildung die Projektion dieser Drehung
auf die z-Achse sieht, erscheint sie als Schwingung. Die Kurven fiir die antagonisti-

schen Anordnung dhneln den Kurven fiir die kooperative Anordnung.
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Abbildung 4.19: Zeitentwicklung der Anzahl der Filamente im Parameterbereich der
beschleunigenden Instabilitdt. Oben: die Anfangsbedingung ist ein Scrollring in der
kooperativen Konfiguration. Unten: die Anfangsbedingung ist ein Scrollring in der
antagonistischen Konfiguration. z ist in den Legenden angegeben. Die Referenzkur-
ve mit zp = 100 gilt fiir die Entwicklung eines Scrollrings, der bei t = 0 weit von
den Réndern entfernt ist. « =6, § = 0,2, At =0,01, h =2
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Abbildung 4.20: Entwicklung eines Scrollrings im Parameterbereich der beschleu-
nigenden Instabilitdt. Es ist die Lénge des Filaments iiber dem mittleren Radius
aufgetragen. Oben ist die Anfangsbedingung ein Scrollring in kooperativer Konfigu-
ration, unten in antagonistischer Konfiguration.

3d-Ansichten der Filamente in den Punkten A, B und B sind in Abb. 4.22 wieder-
gegeben.
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Abbildung 4.21: Zeitentwicklung der Hohenvarianz 2,4, — Zmin des Filaments im Pa-
rameterbereich der beschleunigenden Instabilitdt. Es wird nur die Zeit betrachtet,
in der noch ein einziges Filament existiert. Oben: Anfangsbedingung in kooperati-
ver Konfiguration, unten: Anfangsbedingung in antagonistischer Konfiguration. Alle
Parameter sind identisch mit denen aus Abb. 4.19.
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0

Abbildung 4.22: Filament von Scrollringen im Parameterbereich der beschleunigen-
den Instabilitat bei t = 80.

Oben: (A) die Anfangsbedingung war ein Scrollring, der weit von den Réndern ent-
fernt ist.

Unten links: (B) die Anfangsbedingung war ein Scrollring in kooperativer Konfigu-
ration.

Unten rechts: (C) die Anfangsbedingung war ein Scrollring in antagonistischer Kon-
figuration.
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Abbildung 4.23: Drei Konfigurationen eines geneigten Scrollrings: 1) antagonistische
Anordnung mit konstanter Drift, 2) kooperative Anordnung mit konstanter Drift,
3) antagonistische Anordnung mit Drift-/M#aanderbewegung

Die Grautoéne kennzeichnen die Einzugsbereiche der Attraktoren: Im dunkelgrau
markierten Bereich findet iiberlagerte Drift-/Madanderbewegung statt. Im hellgrauen
Bereich findet konstante Drift statt.

4.5.3 Schrager Neumann-Rand und gemischte Attraktoren

Nachdem in Abschnitt 4.5.1 die Dynamik von Scrollringen fiir jeden Attraktor ein-
zeln untersucht wurde, wird jetzt der Fall betrachtet, bei dem der Abstand zwischen
der Filamentebene und dem Neumann-Rand keine eindeutige Zuordnung zu einem
Attraktorbassin zuldsst. Dies ist der Fall, wenn der Scrollring relativ zum Rand
verkippt ist, siehe Abbildung 4.23.

Ein verkippter Scrollring lésst sich leicht im Experiment mit der Belousov-
Zhabotinski-Reaktion erzeugen. Vor Kurzem konnte Buchholz numerisch zeigen,
dass sich im modifizierten Oregonator-Modell ein verkippter Scrollring durch inho-
mogenes Anloschen mit Licht erzeugen lésst. Experimentelle Arbeiten von Totz et
al. weisen darauf hin, dass auch fiir die nicht-lichtempfindliche BZ-Reaktion schrige

Scrollringe entstehen konnen. Dort wurde die Reaktion in einem heterogenen Sys-



86 4.5. 3d-Dynamik: Wechselwirkung eines Scrollrings mit einem Neumann-Rand

tem mit einer fliissigen Phase und einer Gelphase untersucht. Der Scrollring wird an
der Grenzfliche der beiden Phasen mit einem Silberdraht erzeugt. An der Oberseite
ist die Flissigkeit mit einer Glasscheibe abgedeckt. Diese Fliissigkeit /Glas-Grenze
stellt einen Neumann-Rand dar. Wenn die Gel/Fliissigkeit-Grenze nicht parallel zur
Fliissigkeit /Glas-Grenze liegt, hat man einen Scrollring der beziiglich des Randes
verkippt ist.

Auch fiir einen verkippten Scrollring lésst sich eine kooperative und eine antago-
nistische Anordnung definieren. Als charakteristische Grofse wird dazu der minimal
Abstand z,,;, zwischen dem Neumann-Rand und dem Filament definiert. Der Fi-
lamentpunkt, der dem Rand am néchsten ist, liegt dann im Einzugsbereich des
Attraktors mit der schnellsten Dynamik.

Die Simulationen werden im Parameterbereich der stabilen Filamente durchge-
fithrt. Es wird o« = —1,4 und § = 0,7 gewéhlt. Die Zeit- und Ortsdiskretisierungen
werden auf At = 0,05 und h = 1 festgesetzt. Die Anfangsbedingungen werden wie
in Abschnitt 4.4.1 beschrieben erzeugt. Im Folgenden werden drei interessante Félle

untersucht.

1. antagonistische Konfiguration, konstante Drift (v = 5°, Ry = 100, 2y (t =
0)=20,1, L-W-H =329-352-92)
Man beobachtet in Abbildung 4.24, dass der Ring an der Seite langgezogen
wird, in der die Kréifte antagonistisch wirken. An den anderen Stellen kon-
trahiert der Ring durch seine intrinsische Dynamik. Der anféngliche Radius
Ry des Scrollrings liegt in dem Bereich, in dem die intrinsische Dynamik iiber
die randindizierte Drift dominiert. Der Scrollring kontrahiert daher insgesamt.
Die Phase der Wellen wird durch die Wechselwirkung mit dem Rand nicht

beeinflusst. Die Phasentorsionskurve folgt der Form des Filaments.

2. kooperative Konfiguration, geradlinige Drift (v = 10°, Ry = 100, z,m(t =
0)=174, L-W -H =313-352-121)
Abbildung 4.25 zeigt, wie der Ring an der Seite zusammengedriickt wird, wo
die Kréfte kooperativ wirken. Dann kontrahiert der Ring durch seine intrinsi-

sche Dynamik und verldsst den Einzugsbereich des Attraktors. Der Ring wird
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wieder symmetrisch. Es folgt eine freie Kontraktion.

Auch hier sieht man keinen Einfluss auf die Phasentorsionskurve.

3. antagonistische Konfiguration, mit Drift-/Maanderbewegung (v = 10°, Ry =
50, Zmin(t=0)=11,5, L- W - H =177- 185 - 55, At = 0,02)
Hier sind zwei Effekte zu beobachten: das Filament verformt sich stark und
die Phasentorsionskurve ist um das Filament gewunden.
Die blaue Kurve in Abbildung 4.27 zeigt das Filament. Man beobachtet, dass
das Kreissegment des Scrollrings, das aufserhalb des Bassins liegt, kontrahiert
und dass das Kreissegment, das im Bassin liegt, expandiert. Es folgt daraus ei-
ne netto-Bewegung in Richtung des Attraktors und in die Expansionsrichtung.
Der Teil, der in den Attraktor gezogen wird, maandert synchron. Dieses Ver-
halten ist auch in Abbildung 4.26 wiedergegeben. Der freie Teil des Filaments
maandert nicht, aber der maandernde Teil treibt den nicht-méaandernden Teil
an so, dass sich eine Welle iiber das Filament ausbreitet. Die Welle dhnelt ei-
ner zirkular polarisierten Welle aus der Elektrodynamik. Fiir ¢t = const, hat sie
die Form einer Helix. Der maandernde Teil wirkt als Wellenquelle, die Wellen
in beide Richtungen aussendet. An dem Punkt, der am weitesten vom Rand
entfernt ist, stofen beiden Wellen aufeinander.
Die Verdrehung der Phase in Abbildung 4.27 ldsst sich damit erklédren, dass die
Scrollwelle im méandernden Bereich schneller rotiert als im nicht-méandernden.
Man erwartet also, dass sich das Filament in sich verdreht. Die Simulation
zeigt, dass das Filament im méandernden Bereich synchron rotiert. Die Pha-
senverdrehung findet daher im nicht-méandernden Bereich statt. Auch hier
wirkt das Ende, das weit vom Neumann-Rand liegt als Wellensenke. Links-
héndige und rechtshindige Phasenverdrehung stofsen hier aufeinander und an-
nihilieren.

[25]
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Abbildung 4.24: Projektionen des Filaments eines Scrollrings auf die z,y-Ebene und
die z,z-Ebene zu verschiedenen Zeiten. Anfangsbedingung 1 ist ein verkippter Scroll-
ring (v = 5°), der in antagonistischer Anordnung zum Rand liegt.
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Abbildung 4.25: Projektionen des Filaments eines Scrollrings auf die z,y-Ebene und
die z,z-Ebene zu verschiedenen Zeiten. Anfangsbedingung 2 ist ein verkippter Scroll-
ring (v = 10°), der in kooperativer Anordnung zum Rand liegt.
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T

Abbildung 4.26: z-Koordinate des Filaments in Abhéngigkeit von der Zeit und vom
Winkel § um die Symmetrieachse des Scrollrings. Zu Anfang liegt der verkippte
Scrollring (79 = 10°, Ry = 50) in antagonistischer Anordnung zum Rand (Anfangs-
bedingung 3). Der Punkt der am néchsten am Neumann-Rand liegt (f = 0), liegt
im Bereich des randinduzierten Maanderns. Ab t &~ 150 sieht man links und rechts
vom Punkt 8 = 0 Wellen, die von # = 0 nach 6§ = 47 laufen.



4.5. 3d-Dynamik: Wechselwirkung eines Scrollrings mit einem Neumann-Rand

91

150

100

t=200 y

t=400 150

0

Abbildung 4.27: Filament und Phasenverdrehung bei einem Scrollring der bei t =
0 (oben) verkippt zum Neumann-Rand liegt (Anfangsbedingung 3). Bei ¢t = 400
(unten) ist der gesamte Ring in die Ndhe des Randes geriickt und an der Seite des
Rings, die zuerst weiter vom Neumann-Rand entfernt war, hat sich die Phase um
den Ring gedreht. Das Filament ist an den Stellen, an denen sich die Phase am

starksten dndert, helikal gewunden.
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4.6 Fazit

In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass die Wechselwirkung mit einem Neumann-
Rand einen kontrahierenden Scrollring in einen expandierenden iiberfithren kann.
Der Scrollring muss dazu in antagonistischer Anordnung zum Rand liegen und die
randinduzierte Drift muss iiber die intrinsische Dynamik dominieren. Fiir die Para-
meterwahl o = —1,4, = 0,7 kann die Kontraktionsgeschwindigkeit R des Scroll-
rings in sehr guter Ubereinstimmung durch die Addition der Kontraktionsgeschwin-
digkeit eines freien Scrollrings und der Driftgeschwindigkeit einer Spiralwelle in der
Néahe eines Neumann-Randes erklart werden. Bei der Untersuchung der Dynamik in
der (R,z)-Ebene findet sich eine Folge von Sattelpunkten (R7,z}). Die Fixpunkte z;
kénnen aus der kinematischen Theorie [7] gewonnen werden und R} bestimmt sich
nach R} = j‘rz;f).

Unterdriickung von Winfree-Turbulenz durch die Wechselwirkung mit einem

Neumann-Rand konnte nicht realisiert werden.

Gekippte Scrollringe stellen eine sehr einfache Art dar, die Rotations-Symmetrie
des Systems zu brechen. Wenn ein Kreissegment des Filaments im Einzugsbereich
des Attraktors liegt, in dem {iiberlagerte Drift-/M#aanderbewegung stattfindet, so
beobachtet man eine wellenformige Verformung des Filaments und eine Phasenver-
drehung entlang des Filaments. Wenn es im Einzugsbereich eines Attraktors liegt,
in dem konstante Drift auftritt, so wird das Filament nur leicht an dieser Stelle
verformt. Die Wechselwirkung mit dem Rand ist hier zu schwach verglichen mit
der intrinsischen Dynamik. Es sind daher Untersuchungen mit groferen Scrollringen

notwendig.



Kapitel 5
Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde die Wechselwirkung von Scrollringen mit Neumann-
Réndern in der CGLE untersucht. Uber die Wahl der Parameter wurde der Bezug
zu Experimenten hergestellt. Es wurden zwei Methoden fiir die Bestimmung der

Parameter vorgestellt:

1. Abbildung der Parameter des modifizierten Oregonator-Modells auf die Para-
meter der CGLE mit Hilfe der reduktiven Storungstheorie

2. Messung der Filamentspannung in Einheiten, die an das Reaktions-Diffusions-
System angepasst sind. Hier kann nur eine Relation zwischen a und g in der

Form = f(«) bestimmt werden.

Die erste Methode ist in ihrer Anwendbarkeit eingeschriankt dadurch, dass die Pa-
rameter des modifizierten Oregonator-Modells gut bestimmt sein miissen und dass
die Hopf-Bifurkation superkritisch sein muss. Bei der zweiten Methode miissen ex-
perimentelle Messungen zeigen, ob sie sinnvolle Ergebnisse liefert, da die Gleichung
strikt genommen nur in der Nahe der Hopf-Bifurkation gilt. Laufende Arbeiten von
Totz werden in Kiirze Messwerte fiir die Parameterrelation liefern. Moglicherweise
lassen sich anhand der so bestimmten Parameter Aussagen tiber die Stabilitdt von
Scrollringen im Experiment machen.

Weiterhin wurde gezeigt, dass die Wahl o« = —1,4, § = 0,7 eine realistisches

Parameterpaar fiir die photosensitive BZ-Reaktion darstellt.
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Numerische Simulationen der CGLE fiir dieses Parameterpaar und fiir ein Paar
im Parameterbereich der Winfree-Turbulenz (o« = 6, § = 0,2) haben ergeben, dass
es keinen stationdren Scrollring gibt, der als autonomer Schrittmacher fungieren
konnte. Die Wechselwirkung mit einem ebenen Neumann-Rand kann zu kontrahie-
renden und expandieren Scrollringen fithren. Dies hédngt damit zusammen, dass die
Filamentspannung positiv ist und die Gleichungen in der kinematischen Beschrei-
bung fiir ¢ — oo entkoppelt sind: R = f(R), 2 = g(2).

Untersuchungen und Literaturstudien iiber die Dynamik im Zweidimensionalen
ergeben, dass die Dynamik einer Spiralwelle in der Néhe eines Neumann-Randes
bereits wichtige Einblicke in das Verhalten von Scrollringen im Dreidimensionalen
ermoglicht. Es reicht aus, die Kontraktionsgeschwindigkeit eines Scrollrings im un-
endlich ausgedehnten Medium zur Driftgeschwindigkeit einer Spiralwelle an einem
Neumann-Rand (bei gleicher Geometrie und Parameterwerten) zu addieren, um die

Dynamik eines Scrollrings in der Nahe des Neumann-Randes zu erklaren.

Eines der intressantesten Ergebnisse ist das randinduzierte Maandern, das im
Dreidimensionalen zur Wellenbewegung des Filaments und zur Verdrehung der Pha-
se fithrt. Die laufende Welle bildet sich nicht spontan durch eine Bifurkation. Sie wird
durch eine Inhomogenitét verursacht, die darin besteht, dass ein Teil des Filaments
méaandert und driftet und ein anderer Teil nur (langsam) driftet. Die Wellenbewe-
gung ist nicht spezifisch fiir einen Scrollring und koénnte auch fiir gerade Filamente
untersucht werden. Eventuell liefe sich die Untersuchung von Spiralwellen in kreis-
formigen Gebieten, wie sie von Bér et al. in [8] durchgefithrt wurde auf die dritte
Dimension erweitern. Ein Ansatz wére, ein konisches Volumen zu untersuchen, in
dessen Symmetrieachse das Filament liegt. Der Ansatz von Bér et al. hat den grofen
Vorteil, das man durch geschickte Koordinatentransformation einen stationéren Zu-

stand des Systems erhiilt.!

Dies wére keine wissenschaftliche Arbeit, wenn sie nicht mehr Probleme aufwer-
fen wiirde, als sie 16st. Einige Ideen, die iiber den Rahmen dieser Arbeit hinausgehen,

sind:

!Dadurch wird es erst moglich, eine lineare Stabilitéitsanalyse durchzufiihren.
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e Die kinematische Theorie [7|, deren Ergebnis in Abschnitt 3.2 zitiert wur-
de, eignet sich nicht um eine Maanderbewegung zu beschreiben. Die Theorie
miisste erweitert werden um den Effekt zu beriicksichtigen. Dabei muss der
vollstandige Ort (z,y) des Phasendefekts in die Gleichung eingehen. Weiterhin
muss die Annahme aufgegeben werden, dass die Geschwindigkeit des Phasen-
defekts klein und konstant ist und das umgebende Wellenfeld nur durch den
Abstand zum Neumann-Rand bestimmt ist.

Im Fall von M&anderbewegung treten drei Wechselwirkungen auf der selben

Zeitskala auf:

1. Die Bewegung des Phasendefekts bewirkt einen Dopplereffekt in den ausge-

sandten Wellen.

2. Wellenkontraktion und -dilatation fithren zu einer Verkleinerung des Betrags

A

3. Die Verdnderung von|A| in der Ndhe des Phasendefekts bewirkt eine Bewe-
gung der Defektposition.

Korrekturen zur Wellenzahl spielen auch in der Theorie von Ott et al. ei-
ne wichtige Rolle. Die vollstandigen kinematischen Gleichungen lauten R =
(1+aB)/R+2(a— B)dkg und 2 = 2(o — B)0k, mit 0kr = /2R und dk, = 0.
In Hinblick auf die numerischen Ergebnisse ist daher zu vermuten, dass dies
ein Verbindungspunkt zwischen den Theorien von Ott et al. und Aranson et
al. ist: wenn man die Wellenzahlkorrekturen dkr und dk, fiir die Wechsel-
wirkung einer Spiralwelle mit einem Neumann-Rand berechnet und sie in die

Gleichungen oben einsetzt, liefse sich evtl. Gleichung 4.15 beweisen.

e Dic Bifurkationanalyse des modifizierten Oregonator-Modell, wie sie in [20]
durchgefiithrt wurde, hat gezeigt, dass das Modell durch eine subkritische
Hopf-Bifurkation oszillatorisch wird. Die subkritische Bifurkation wiirde auf
eine quintische CGLE fiihren, in der ein Term fiinfter Ordnung o |A|4A
hinzugefiigt ist. Eventuell konnte mit der erweiterten CGLE eine verbesserte

quantitative Ubereinstimmung mit den Experimenten erreicht werden.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

e Es wurde in dieser Arbeit angenommen, dass der Parameterbereich, in dem ab-

stofsende Wechselwirkung zwischen Spiralwellen moglich ist, im Dreidimensio-
nalen fiir Scrollwellen nicht verdndert wird. Eine systematische Untersuchung

konnte das aufklaren.

Totz hat wahrend seiner Experimente mit der BZR vorgeschlagen, experimen-
tell die ortsabhéngige Konzentration des Katalysators v(r) zu messen und die-
ses Feld als Anfangsbedingung in der numerischen Simulation zu verwenden.
Dazu ist eine Abbildung der Messgrofe Intensitdt I auf die dynamischen Va-
riablen u, v, w notig. Diese Idee fithrt gleich auf zwei Probleme. Erstens kann
nur der Katalysator v iiber die Intensitit beobachtet werden. Zweitens sind
die Parameter des modifizierten Oregonator-Modells fiir eine konkrete chemi-
sche Rezeptur oft nicht bekannt. Insbesondere bendtigt man die Skalierungen
in Ort und Zeit. Fiir diese Probleme kénnten Methoden der Parameterschét-
zung hilfreich sein. In [10] ist ein Verfahren beschrieben, mit dem man aus der
Zeitreihe einer Variable die Parameter eines Systems von (gewthnlichen) Dif-
ferentialgleichungen schétzen kann. Da partielle Differentialgleichungen nach
einer Diskretisierung ein (grofses) System gewohnlicher Differentialgleichungen

sind, konnte das Verfahren vielleicht auch hier erfolgreich angewendet werden.
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Anhang A

Koordinatentransformation

In Folgenden ist der NetCDF-operators-Quelltext® fiir die Koordinatentransforma-
tion vom Ordnungsparameter hin zu den dynamischen Variablen des modifizierten
Oregonator-Modells aufgelistet. Es wird das Feld A(t,2,2)|.—const = (A_re(t,x,y) +
iA_im(t,x,y)) berechnet. Die Parameter des modifizierten Oregonator-Modells sind
f=1,06,¢e=068,¢/¢ =90, ¢q=2-10"% D, =0und D, /D, = 1,12.

/* Eigenvektor U x/

*U re=—0.134016;

*U_im=—0.0468933;

*V_1e=—0.137997;

*V_im=—0.0241068,;

*W_re=4.0782;

*W_im=8.58048,;

/* Fixpunkt =/
xu_0=0.0104584;
*v_0=0.0104584;
«w_0=1.00883;

*pC=—0.000302035;

'Die Dokumentation zur NetCDF-operators-Programmiersprache ist unter
http://nco.sourceforge.net /nco.html erhéltlich.
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xeps=sqrt (—1xpC);
xomega 0=0.165123;
xomega 1=182.27;
xsigma 1-=302.882;
xg prime=283.271;
xd_prime=0.75672;

/* Amplitudentransformation 2 % epsx*xsqrt(sigma 1/g’) */

xs=2.0xeps*sqrt (sigma_1/g prime);

/* homogene Oszillation in Abhéngigkeit von der CGLE-Zeit x/

xtauexp—omega 0/eps/eps/sigma 1 + omega 1/sigma 1;

/* Transformation der Ortsachsen x*/

xx—= sqrt (d_prime/sigma_1)/eps;
u|$time , $length , $width|=0.0;
v|[$time , $length , $width|=0.0;
w|[$time , $length , $width]=0.0;
*T=$time . size ;

for (x1=0 ; 1<T ; i++) {

xp=global@Qdtxixtauexp;

+ sxcos(p)*(A re(i,:,:)*xU re
— s*sin(p)*(A _re(i,:,:)*U _im

+ skcos(p)*(A_re(i,:,:)*V_re
— s*sin(p)*(A _re(i,:,:)*V _im

Jr

+

A im(i
A im(i

A im(i
A im(i

5 .

9 .

5 .

9 .

:)+U_im)
)*xU _re);

:)*V_im)
)%V _re);
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c,)*«Wore — A im(i,:,:)*W_im)
c,)*«Woim + A im(i,: )%« W _re);



Anhang B

Experimentelle Bestimmung der

Parameter o und 3

Eine Schwierigkeit beim Vergleich von Simulationen der CGLE mit experimentellen
Messungen ist die Vielzahl der freien Parameter. Zuséatzlich zu den expliziten Para-
metern der CGLE « und  sind noch Skalierungen in Ort und Zeit, sowie die lineare
und die nicht-lineare Hopf-Frequenz noétig, um den Ordnungparameter A auf die dy-
namischen Variablen X des vollstdndigen Reaktions-Diffusions-Systems abzubilden.
Ein Ausweg besteht darin, alle experimentellen Messungen in Einheiten zu notieren,
die durch das System selbst vorgegeben sind. Im Folgenden wird eine systemunab-
hiangige Kennzahl Bi hergeleitet, die man in Experiment und Theorie/Simulation

vergleichen kann.

Die Skalierungen o,s¢ in Ort und Zeit sind

TRD = OXCGLE
trp = #toaLE

und die iiberlagerte Schwingung mit der linearen und nicht-linearen Hopf-Frequenz

(die beide in wy zusammengefasst werden )

1
Wrp = Wo + —wWeaLe (B.0.1)



104 B. Experimentelle Bestimmung der Parameter o und (3

Ein Zusammenhang zwischen den Unbekannten «, 3, o, s> und wy ist durch

folgende Gleichungen gegeben:

e die Entwicklung des Radius eines freien Scrollrings

d R 1+ a?
CGLE — —
dtCGLE RCGLE

e die Dispersionsrelation
weare = B+ (@ — BkaLe

e die Koordinatentransformation zwischen der CGLE und dem RD-System fiir
den Spezialfall der homogenen Schwingung (geriihrtes System, kcgre = krp =
0)
1
Wo = WRD,hom — —B (B02>
»
Von den Parametern kénnen Rrp = 0 RcarLE. RRD = %RCGLEy WRD = w0+iwCGLE,

krp = %kCGLE und wWrp hom iMm Experiment gemessen werden.

Betrachte die Gleichung fiir den Radius

RecreRegLe = —(14a?)

”w -
;RRDRRD = —(1+a%) (B.0.3)

Als Hilfsgleichungen werden Ausdriicke fiir >z und o berechnet. Aus B.0.1 und B.0.2

erhalt man
WCGLE — 5

WRD — WRD,hom

und aus der Transformation der Wellenzahlen

_ kocre

krp

Diese setzt man in die Gleichung B.0.3 ein. Man erhélt

2
WCGLE — /6 k :

szD RRDRRD == —(1 —|—a2)
WRD — WRD,hom RogLE
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Jetzt werden die Faktoren auf beide Seiten der Gleichung sortiert

. k2 k2
_RRDRRD RD — (1 + Oé2 CGLE

WRD — WRD,hom weare — B

Die linke Seite der Gleichung ist

k2 k2 .
RD = CRD RD = BZ
WRD — WRD,hom WRD — WRD,hom

—RrpRpp

das definiert Bi, dass man aus experimentellen Messungen berechnen kann. C'gp ist
die experimentell bestimmte Filamentspannung.

In der Theorie/Simulation kann mit der rechten Seite
ktgre _ 1+0a°

1+ a? = = Bi
( )WCGLE—ﬁ a—pf

die Wahl der Parameter darauf iiberpriift werden, ob sie zu einem &hnlichen Bi
% = Bi = const in das ,Phasendiagramm”

der CGLE eingetragen werden. Bei bekanntem Bt kann man die Unsicherheit in der

fiihren. Weiterhin konnen Kurven mit

Parameterwahl dadurch einengen, dass man im ,,Phasendiagramm® iiberpriift, welche
weiteren Kriterien im Experiment erfiillt sein miissen (konvektiv stabile Wellen,
gebundene Paare von Spiralen,...) und die Schnittmenge des Parameterbereichs
mit der Kurve Bi = const bestimmt.

Fiir den Spezialfall gleicher Diffusionskoeffizienten im vollsténdigen RD-System

folgt aus der reduktiven Stérungstheorie o = 0 und daraus

Bi=——
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Die selbstédndige und eigenstandige Anfertigung versichert an Eides statt.
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