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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Zusammenfassung

Einer der grundlegenden Grenzwertsétze der klassischen Informationstheorie
ist der Shannon-McMillan-Breiman-Satz. Er sagt aus, dass bei ergodischen,
stationdren Prozessen die Folge der Zufallsvariablen mit hoher Wahrschein-
lichkeit in einer kleinen Teilmenge aller moglichen Ergebnisse liegt. Inner-
halb dieser ”typischen” Teilmenge sind alle Elementarereignisse etwa gleich
wahrscheinlich.

Wie in [3] gezeigt werden konnte, gilt eine analoge Aussage auch in der
Quanteninformationstheorie. Ziel dieser Arbeit ist es, die Konsequenzen die-
ses ” Quanten-Shannon-McMillan-Satzes” fiir die Statistische Physik zu un-
tersuchen, und zwar am Modell der Heisenbergschen Spinkette.

Anhand einer geeigneten Niherung wird hier gezeigt, dass die typischen
Zusténde der Spinkette genau die Zusténde sind, deren Energie nahe an
der inneren Energie u liegt. Wichtigstes Ergebnis ist damit eine exakte Be-
grilndung der ”Aquivalenz der Gesamtheiten”: Das mikrokanonische En-
semble erweist sich gerade als die Restriktion des Gibbszustandes auf den
typischen Unterraum, mit der mikroskopischen Gleichverteilung als Folge
der AEP! des Shannon-McMillan-Satzes.

Zum Abschluss wird die Anwendung der Ergebnisse auf das spezielle
Modell der XY-Spinkette diskutiert. Dort zeigt sich ein {iberraschender Zu-
sammenhang zur klassischen Kombinatorik.

! AEP="asymptotic equipartition property” (Eigenschaft der asymptotischen Gleich-
verteilung)
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1.2 Motivation und Aufbau der Arbeit

Die mathematischen Methoden und Modelle der Physik sind nur auf den
ersten Blick unabhéngig von der gesellschaftlichen und technischen Entwick-
lung. Trotz ihrer Abstraktion sind viele der Ideen letztlich auf Alltagserfah-
rungen zuriickzufiihren.

So war in der Hochphase der klassischen Mechanik die Vorstellung weit
verbreitet, die Welt sei eine Art gigantisches Uhrwerk. Im 19. Jahrhun-
dert war es die Dampfmaschine, die das Leben der Menschen grundlegend
verdinderte, wiahrend gleichzeitig der Begriff der Energie in der Physik seine
dominante Rolle {ibernahm.

Spétestens seit Ende des 20. Jahrhunderts entwickelt sich der Computer
zu einem Vorbild fiir die Naturbeschreibung. Die Bedeutung des Informati-
onsbegriffs fiir die Physik zeigte sich schon vorher in der Statistischen Me-
chanik. Die Quanteninformationstheorie wird in ihrer Entwicklung vor allem
durch die Hoffnung vorangetrieben, die seltsame Welt der Quantenmecha-
nik fiir vollig neue, leistungsfihigere Arten der Informationsverarbeitung zu
nutzen.

Gleichzeitig liefert diese Theorie aber auch ein tieferes Verstédndnis der
Grundlagen der Quantenmechanik. In einigen Situationen gelingt es, aus in-
formationstheoretischen Siatzen Aussagen iiber das Verhalten physikalischer
Systeme zu gewinnen. Das ist auch das Ziel dieser Arbeit: Aus dem infor-
mationstheoretischen Quanten-Shannon-McMillan-Satz Aussagen iiber die
physikalische Heisenbergsche Spinkette abzuleiten. Dies geschieht in folgen-
den Schritten:

o Im zweiten Kapitel wird als einfithrendes Beispiel das Ising-Modell
einer Kette nicht wechselwirkender Spins in einem &ufleren Magnetfeld
betrachtet. Es wird gezeigt, dass in diesem Modell eine kleine Menge
"typischer” Zustdnde (eines schmalen Energiebereichs) existiert, die
asymptotisch volles Gewicht besitzt. Anschliefend werden kurz einige
Grundlagen des Begriffs der Ergodizitédt und der klassische Shannon-
McMillan-Breiman-Satz vorgestellt.

e Das dritte Kapitel liefert eine Einfithrung in die Verallgemeinerung
dieser Begriffe auf den quantenmechanischen Fall. Zuerst werden die
mathematischen Grundlagen von Spingittermodellen dargestellt. Dar-
auf aufbauend werden der Quanten-Shannon-McMillan-Satz und die
Definition thermodynamischer Gleichgewichtszusténde erldutert.

e Das eigentliche Ergebnis dieser Arbeit ist in Kapitel 4 zu finden. Dort
wird mit Hilfe der relativen Entropie gezeigt, dass der globale Gibbszu-
stand auf der Spinkette lokal durch kanonische Zusténde approximiert
werden kann, ohne die typischen Unterrdume wesentlich zu verdndern.
Die Unterrdume kénnen deswegen explizit berechnet werden. Es folgt
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eine physikalische Interpretation als ” Aquivalenz der Gesamtheiten”
und als anschauliches Beispiel eine numerische Visualisierung.

Kapitel 4 beschreibt ganz allgemein beliebige eindimensionale Spinket-
ten mit endlichreichweitiger Wechselwirkung?.

e In Kapitel 5 erfolgt eine Spezialisierung auf ein ganz bestimmtes Mo-
dell, ndmlich das der Heisenbergschen XY-Kette mit dem Hamilton-
Operator (5.2). Zunéchst werden die Grundlagen dieses Modells und
seiner Behandlung mit Hilfe von Fermionoperatoren vorgestellt. Da-
nach wird gezeigt, dass die spezielle Form der Figenwertdichtefunktion
dazu fiihrt, dass (typische) Zustédnde gerade durch Vereinigungen von
Intervallen gegeben sind.

AnschlieBend wird eine Vermutung {iiber die Konvergenz von
Zustadnden auf langen Blocken formuliert und anhand eines Satzes iiber
die lokale Wirkung der Leiteroperatoren und numerischer Berechnun-
gen plausibel gemacht.

Den Abschluss bildet ein iiberraschender Zusammenhang zu einer Fra-
gestellung der Kombinatorik, wo der Quanten-Shannon-McMillan-Satz
ein Problem 16st, das mit Quantenmechanik an sich nichts zu tun hat.

Alle Satze, die innerhalb dieser Arbeit bewiesen werden, und alle numeri-
schen Berechungen sind Eigenentwicklungen, mit Ausnahme von Satz 2.2.2
und Satz A.0.5. Wo Argumente iibernommen oder nur Beweise anderer Au-
toren umgebaut worden sind, ist dies im Text kenntlich gemacht.

2 Genauer gesagt gelten die Aussagen aus Kapitel 4 fiir Spinketten mit Wechselwirkun-
gen ¢ € ‘BY). Darunter fallen nicht nur Modelle mit Wechselwirkung endlicher Reichweite,
sondern auch solche, fiir die die Wechselwirkung z.B. exponentiell schnell abf#llt.



Kapitel 2

Der klassische Fall

Als Einstieg werden in diesem Kapitel zunéchst die typischen Zusténde ei-
ner Ising-Spinkette ohne Wechselwirkung, aber mit &uflerem Magnetfeld be-
rechnet. Das Ergebnis erweist sich als Spezialfall des klassischen Shannon-
McMillan-Satzes.

2.1 Typische Zustinde des Isingmodells ohne
Wechselwirkung

In diesem Abschnitt wird ein einfaches Beispiel untersucht, nidmlich das
Modell einer klassischen Spinkette ohne Wechselwirkung, aber mit duflerem
Magnetfeld h. Wie sich spéter zeigen wird, nimmt dieser einfache Spezialfall
des Isingmodells bereits das allgemeine Ergebnis fiir quantenmechanische
Spinketten (siehe Satz 4.2.1) im Wesentlichen vorweg.

Man betrachtet eine Kette aus n klassischen Spins mit Werten +1 (”Spin
Up”) oder —1 (”Spin Down”) , d.h. der Konfigurationsraum lautet

Qn = {-1,1}" .

Fiir o0 = (01,...,0,) € Q, ist die Energiefunktion H,, gegeben durch

Hy(o)=~h) oi. (2.1)
=1

Der Parameter h steht fiir die Stérke eines externen Magnetfeldes. Wech-
selwirkungsterme zwischen den Spins, d.h. Beitrédge der Form [[; ., o; mit
|A| > 2 fehlen vollstdndig; es handelt sich um eine Spinkette ohne Wechsel-
wirkung. Die Zufallsvariablen {0;};c(1,.. »} sind hier unabhéingig, wenn als
Wahrscheinlichkeitsverteilung die Boltzmannverteilung

ly= Y )

O'EQn

Pn(0>:Tv
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gewéhlt wird (die Spinkette wird also im kanonischen Ensemble betrachtet).

Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit kann die Kette als n-fache
Kopie einer einzelnen Zufallsvariable oy € Q mit Q = {—1,1} aufgefasst
werden, wobei die Wahrscheinlichkeitsverteilung P = (pg, qo) ebenfalls durch
eine Boltzmannverteilung gegeben ist:

eﬁh
::P = 1 — —
Po (00 = +1) 7
6_’8h
qO::P(U():—l): Z :1—p0.

Die Zustandssumme fiir den einzelnen Spin betrigt Z = e* 4+ e~ 0", Die
dazugehorige Shannon-Entropie lautet
s (P) = —pologpo — qolog qo -

Diese Grofle gibt auch die Entropiedichte %S(Pn) der Verteilung auf der
gesamten Kette an. Man kann sie als Erwartungswert der Zufallsgrofie
—% log P, (X1,...,X,) auffassen:

dH=E<ib%Rﬂﬂerm>=—iE:Rw@bﬂMX%
XeQ,

Man definiert nun die Menge der e-typischen Zustinde Te(n) als diejenigen
Konfigurationen o € €, fiir die die tatséichliche GréBe —2 log P,(0) um
weniger als € von diesem Erwartungswert abweicht:

7™ .= {O’ e,

s(P)—e< —%loan(a) < s(P)+ e} 22

Bezeichnet man mit 1 (o) die Gesamtzahl der "nach oben gerichteten”
Spins in der Konfiguration o, d.h.

7 (0) = #{k € {L"'vn}’ak = +1} )

so lassen sich die typischen Zusténde des Ising-Modells folgendermaflen cha-
rakterisieren:

Satz 2.1.1 (Typische Zustéinde des Ising-Modells)
Die e-typischen Zustinde der Isingkette mit der Energiefunktion (2.1) sind
gegeben durch

€

(n) — _ _c
T! _{aeﬂn ‘ 1 (o) € <<T> 2ﬁlh|n’ <T> +2ﬁ|hyn>} , (2.3)

wobei <|>= pon fiir den Erwartungswert der Anzahl der ”Spins Up” stehi,
bzw. durch

ﬂmz{aeQn‘iHﬂ@e(u—;,u+;)}, (2.4)

8
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wenn u = % < H >= h(qo — po) die innere Energiedichte bezeichnet. Wei-
terhin gilt

lim P, (T<">) —1 (2.5)
fiir alle € > 0.

Beweis: Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit der einzelnen o; ist die
Wahrscheinlichkeit P, durch eine Binomialverteilung gegeben, d.h.

P, (o) = p(T)(U)qg*T(U) )

Ist nun o € Te(n), so gilt

1 o n—1(o
—log (p(T)( (1 — py)n I )) i —pologpo — (1 —po)log(1l — po) L€ .

Dies ist dquivalent zu

€n

1-po °
log o

I (o) 2 npo+

Gleichung (2.3) folgt nun aus logg—g = —20h; Gleichung (2.4) erhdlt man
ebenfalls nach kurzer Rechnung durch Einsetzen von

Hy(0) = —2h 1 (o) + hn

was sich durch Abzéhlen der Spins in Gleichung (2.1) ergibt.
Zu zeigen bleibt Gleichung (2.5). Die Verteilung der Anzahl der ”Up-
Spins” ist gegeben durch die Binomialverteilung

' n\ i o
Pt 0) =) = )ik i
und damit betrédgt die Varianz dieser Zufallsgrofie
Var (1) = poqo -

Die Ungleichung von Tschebyschew liefert

n en Var(7
P, <T€( >) - P, <| T —npo| < 2ﬁ|h> >1- 62752)452|h|2 :

Es folgt Gleichung (2.5). O
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2.2 Ergodentheorie

In Satz 2.1.1 hat sich gezeigt, dass der Zustand des Ising-Modells fiir grofie n
mit hoher Wahrscheinlichkeit in einem schmalen Energiebereich lokalisiert
ist. Man kann dieses Ergebnis als Spezialfall eines umfassenderen Satzes
aus der Informationstheorie betrachten, nédmlich des Shannon-McMillan-
Breiman-Satzes. Zum Versténdnis dieses Satzes sind die mathematischen
Grundlagen der Ergodentheorie notwendig, von denen in diesem Abschnitt
einige in einer kurzen Zusammenfassung erldutert werden. Die Darstellung
orientiert sich dabei am Buch von Paul C. Shields ([15]).

Ein stochastischer Prozess ist eine Folge X1, Xo,..., X,,... von Zufalls-
variablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (X, X, 1) mit X; € A, wobei
das Alphabet A als endlich vorausgesetzt wird:

#A < o0 .

Fiir a; € A benutzt man die Notation

ap, = (Gmy Gty - -+, Gn)
AY = A{(am, @mst1s---san} | Qm,...,an € A},
At = AT .

Die Verteilungen k-ter Ordnung py, definiert durch
(k) = Prob(X} = ab) |

miissen die Konsistenzbedingung
k k+1
pi(ay) = Z Mk+1(a1+ )
Ak+1

fiir alle af € AF erfiillen, ansonsten sind sie frei withlbar (bzw. vom zu

betrachtenden Modell bestimmt).

Im Modell der Ergodentheorie wird nun zusétzlich eine Transformation
T : X — X eingefithrt, die als eine Art zeitliche Dynamik interpretiert
werden kann. Die Transformation T soll messbar sein, d.h. das Urbild jeder
Borelmenge soll selbst eine Borelmenge sein:

Bey = T 'Bex.
Die messbare Transformation 1" heifit maferhaltend, wenn fiir alle B € X
u(B) = u(T~'B) ,
und sie heifit ergodisch, wenn zusétzlich gilt:

T'B=B= uB)=0oder u(B)=1. (2.6)

10
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Die Bedingung (2.6) kann man auch so interpretieren, dass sie die Teilbarkeit
des Raumes X in disjunkte, T-invariante Teilmengen X 4, X p mit endlichem
MaB ausschlieft. Ist ndmlich X = X4 U Xp mit X4 N Xp = {}, so dass

TXAC Xy sowie TXp C Xp,

so folgt
Xa=T71Xy4 und Xp=T"'Xp.

Ist T ergodisch, so folgt aus (2.6), dass u(X4) =0 und u(Xp) = 1 ist oder
umgekehrt.

Eine der zentralen Aussagen der Ergodentheorie ist der Birkhoffsche Er-
godensatz.

Satz 2.2.1 (Der Ergodensatz von Birkhoff)
Sei T eine maflerhaltende, ergodische Transformation auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (X, 3, u), und sei f : X — R eine messbare Funktion.
Dann gilt fir fast alle x € X

1 o :

ST — [ gan=E(

n -
=1

fiir n — oo.

Der Beweis ist ebenfalls bei Paul C. Shields ([15]) zu finden.
Interpretiert man den Shift 1" als Zeitschritt, so ldsst sich die Aussage
von Satz 2.2.1 als

” Zeitmittel = Ensemblemittel, fast {iberall”

verstehen!. Diese Eigenschaft ist als ”Ergodenhypothese” in der Statisti-
schen Mechanik von grofier Bedeutung. In dieser Arbeit wird fiir den spéte-
ren Ubergang zur Quantenmechanik noch eine Aussage benétigt, die den Zu-
sammenhang zwischen der Ergodizitdt und der Extremalitét von Zustdnden
zeigt. Anstatt die Transformation 1" ergodisch bzw. maflerhaltend beziiglich
1 zu nennen, kann man auch das Wahrscheinlichkeitsmafl p als ergodisch
bzw. stationér beziiglich des Shifts T" bezeichnen.

Satz 2.2.2 (Ergodizitit und Extremalitéit von Maflen)

Sei v ein stationdres Wahrscheinlichkeitsmafl auf X beziiglich der Trans-
formation T. Dann ist u genau dann ergodisch, wenn es nicht als Konvez-
kombination

p=apr + (1 —a)us (2.7)

zweier beziiglich T stationdrer Mafle puy # po (mit o € (0,1)) geschrieben
werden kann.

! (oder auch ”Zeitmittel = Scharmittel”)

11
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Beweis: Angenommen, p ist stationédr, aber nicht ergodisch. Dann gilt
w(B) = u(T!B) fiir alle B € ¥, und es existiert ein A € ¥, so dass
T71A = Amit 0 < pu(A) < 1. Sei

 uBNA) u(B 0 A°)
mB) == H(AC)

wobei A® = X \ A das Komplement von A bezeichnet. Dann sind j; und
L2 stationér, denn

) ,UQ(B) =

wW(T1BNA) (T 'BNT1A)

mI7B) = Ty T @
 WTU(BnA)  u(BN4)
@ W

(die gleiche Rechnung lisst sich fiir po durchfithren). Wegen

p= (A + p(A%) s

ist u eine Konvexkombination stationdrer Mafle p; und po. Stationdre Mafe,
die nicht ergodisch sind, kénnen also nicht extremal sein.

Um auch die Umkehrung zu sehen, sei angenommen, dass p ergodisch ist,
sich aber trotzdem als Konvexkombination der Form (2.7) schreiben lésst.
Wegen p > p folgt dann fiir alle B € ¥

#(B) =0= p(B)=0. (2.8)
Da p # pp gilt, gibt es ein A € X, so dass
H(A) # pua(4) (2.9)

Sei nun die Menge ¢ definiert durch

5::{x€X

Nach dem Ergodensatz von Birkhoff (2.2.1) ist p(§) = 0, und damit nach
Gleichung (2.8) auch p1(£) = 0. Wére nun auch p; ergodisch, so folgte aus
dem Birkhoffschen Ergodensatz

Tim %ZlAT“l(w) # u(A>} :

i=1

Tim S 1T (@) = i (A) # p(4)
=1

fiir p;-fast alle x € X. Damit wére aber p(§) = 1, ein Widerspruch.

Also kann p1 nicht ergodisch sein. Dann gibt es aber ein B € ¥ mit
T~'B = B, so dass 0 < pu1(B) < 1 gilt. Da u ergodisch ist, muss u(B) = 0
gelten, und damit nach Gleichung (2.8) auch u;(B) = 0, ein Widerspruch.
Ergodische stationdre Mafle sind also extremal. U

12
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2.3 Der klassische Shannon-McMillan-Breiman-
Satz

Die Erlduterungen in diesem Abschnitt sind nur als eine kurze Zusammen-
fassung gedacht. Sie orientieren sich am Buch von Cover und Thomas ([6]).
Darin ist eine ausfiihrliche Darstellung mit allen Beweisen zu finden.

Ein fiir den Shannon-McMillan-Breiman-Satz grundlegender Begriff ist
die Entropierate H eines stochastischen Prozesses. Sie wird definiert als

1
H = lim —H(X1,Xq,...,X,), (2.10)
n—oo N
wann immer der Grenzwert existiert. Dabei bezeichnet H(X;,...,X,) die

gemeinsame Entropie der Zufallsvariablen {Xy,..., Xy} mit Alphabet X,
gegeben durch

H(X17'-'7XN):_ Z p(xlw"7xn)10gp($17"'7xn) : (211)
L1y, T €X

Eine verwandte Grofie wird definiert durch

H’ = lim H(Xn|Xn,1,Xn,2, N ,Xl) s (212)

n—oo

wobei die bedingte Entropie zweier Zufallsvariablen X und Y mit Alphabet
X bzw. 2 definiert ist durch

HXY) ==Y px,y)logpylz) .

reXye

Fiir stationdre stochastische Prozesse existieren die Grenzwerte in (2.10) und
(2.12) immer und stimmen iiberein, d.h. H = H'.

Man kann die Gleichungen (2.10) und (2.11) so interpretieren, dass die
Entropierate H gerade dem Erwartungswert von —% log p entspricht, d.h.

n—oo n—oo

1
H= lim FE <—logp(X1,...,Xn)> = lim E(—logp(X,|Xn-1,...,21)) -
n

Der Shannon-McMillan-Breiman-Satz sagt nun aus, dass der Ausdruck
—% logp(X1,...,X,) fiir fast alle Folgen von Ergebnissen tatséchlich gegen
diesen Erwartungswert konvergiert:

Satz 2.3.1 (Der Shannon-McMillan-Breiman-Satz)
Ist H die Entropierate eines stationdren ergodischen Prozesses {X,} mit
endlichem Alphabet X, so gilt

1
P (—nlogp(Xl,...,Xn) —>H> =

13
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Definiert man analog zu Gleichung (2.2) beim Ising-Modell die e-typische
Teilmenge Te(n) C X™ fir alle € > 0 durch

€

1
T = {(ml,...,zn) eX" | H—e< ——logp(z1,...,oy) <H—}—e} ,
n

so sagt der Shannon-McMillan-Breiman-Satz aus, dass fiir grofie n fast das
gesamte Mafl auf diese Teilmenge konzentriert ist:

lim p(T) =1 . (2.13)

n—o0

Jedes Element aus T e(n) hat etwa das MaB e ™. Wegen p > e "(H+e)
folgt auch

#T™) < enlH+e) (2.14)

Im Vergleich zur Michtigkeit aller Ereignisse | X|™ ist die Menge 7 also
exponentiell klein. Die Situation ist schematisch in Abbildung 2.1 dargestellt.

| ¢ " Elemente

atypische Menge

typische Menge 7"

€

H-
"7 Elemente

Abbildung 2.1: Typische und atypische Mengen

Die Gleichungen (2.13) und (2.14), zusammen mit der Abschétzung
#Te(n) > (1 —€)e™ =9 werden auch als Shannon-McMillan-Satz (ohne das
Suffix ”Breiman”) bezeichnet. Der Shannon-McMillan-Breiman-Satz 2.3.1
ist stédrker: Er sagt zusétzlich aus, dass fast jede einzelne Folge von Ereig-
nissen irgendwann (fiir ein n = N) in T, ) liegt und dort auch bleibt (fiir
alle n > N).

Die vielleicht wichtigste Konsequenz des Shannon-McMillan-Satzes liegt
in der Mo6glichkeit der Datenkompression: Fiir groffe n kénnen die Ergebnisse
von stationéren, ergodischen Prozessen in durchschnittlich (H -n/log2) Bits
codiert werden. Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion siehe [6].
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Kapitel 3

Der quantenmechanische Fall

3.1 Mathematische Grundlagen von Quantengit-
termodellen

In diesem Abschnitt wird eine kurze Einfithrung in den mathematischen Auf-
bau der Quantengittermodelle gegeben, die sowohl dem Quanten-Shannon-
McMillan-Satz als auch der thermodynamischen Behandlung des Heisen-
bergmodells zugrundeliegen. Dieser Uberblick orientiert sich an [3] und [8].
Eine ausfiihrliche Darstellung ist z.B. in dem Buch von O. Bratteli und D.
W. Robinson ([5]) zu finden.

Man betrachtet ein v-dimensionales® kubisches Gitter Z¥. Zu jedem Git-
terplatz x € Z¥ gehort eine C*-Algebra Ay, wobei alle Ay zu einer endlich-
dimensionalen C*-Algebra 4 mit Einselement isomorph sind:

Ax = 7(x)A . (3.1)

Dabei ist 7(x) ein Isomorphismus. Fiir endliche Teilmengen A C Z" wird
die lokale Algebra A definiert durch

Ap = Q@xeprAn -

Fiir Bereiche A des Gitters mit endlichem Durchmesser? diam(A) beinhaltet
Ay alle Observablen auf A.

Um eine Algebra auf dem unendlich ausgedehnten Gitter Z” zu bekom-
men, bildet man nicht das unendliche Tensorprodukt ®yezv Ay; die resul-
tierende Algebra hitte keine abzéhlbare Basis mehr und auch sonst mathe-
matisch sehr unangenehme FEigenschaften. Stattdessen bildet man erst die
Vereinigung aller lokalen Algebren

AOO = UACZ”AA (32)

! Ab Kapitel 4 wird in dieser Arbeit nur noch der Fall v = 1 betrachtet.
2 Der Durchmesser von A ist definiert durch diam(A) = SUpP, pea |2 — bl
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KAPITEL 3. DER QUANTENMECHANISCHE FALL

und nennt dann deren Abschluss beziiglich der Operatornorm die quasilokale
Algebra A°:

A= = A (3.3)

Ein Zustand ¥ € S(A>) auf der quasilokalen Algebra ist ein normiertes,
positives, lineares Funktional auf A, Fiir jedes endliche Gebiet A induziert
U einen Zustand @) auf A, durch

oW = A, . (3.4)

Dieser lésst sich eindeutig durch einen Dichteoperator Dy ) darstellen, so

dass
¥ (a) = tr (aDy )

fiir alle a € Ap. Dabei ist fiir alle A C A’ die Konsistenzbedingung
A =gy 4,
erfiillt, die sich auch schreiben lisst als
Dy = trana Dy -

Hier steht tryna fiir die partielle Spur tiber die Differenzmenge.
Jedes x € ZV definiert eine Verschiebung T'(x) des Gitters?. Man be-
trachtet die Menge aller translationsinvarianten Zusténde

T(A®) :={V e S(A®) | VoT(x) ="V fiir alle x € Z"} . (3.5)
In Analogie zu klassischen stationéren stochastischen Prozessen existiert
auch fiir alle translationsinvarianten Zustéinde ¥ € 7 (A>) der Grenzwert*

1
Tt (D log Dym))

1
lim
A(m), /N #A(n)

— i )y — _
e g )

und wird mittlere von Neumann-Entropie des Zustandes ¥ genannt. Dabei
steht A(n) fiir die Menge

Am) :={(z1,...,2) €Z" | z; €{1,...,n;}} .
Fiir n € N wird mit A(n) der v-dimensionale Hyperwiirfel

An)={xeZ” | xe{1,...,n}"}

3 Die formale Definition der Translation T(x) : Ax — Aa4x ist gegeben durch
T(x)(a) = (®zeaTn(x)) a, mit Ty(x) = 7(x)7~*(2). T ist der Isomorphismus aus (3.1).

4 Der thermodynamische Limes A * N” kann entlang einer zunehmenden Folge von
Gitterparallelepipeden (A(an))nen gebildet werden, mit limy,—oc(an): = oo fiir alle 3.
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KAPITEL 3. DER QUANTENMECHANISCHE FALL

bezeichnet. AuBerdem setzt man A" := Ann) und ¢ = gA®) (ent-
sprechend fiir Vektoren n € NV).

Die Ubertragung der klassischen Definition des Begriffs der Ergodizitiit
auf Quantenzusténde ergibt sich nun sofort aus Satz 2.2.2: Ein Zustand heifit
ergodisch, wenn er ein extremaler translationsinvarianter Zustand ist, d.h.
in der Menge 0., 7 (A) liegt.

Die endlichdimensionale C*-Algebra A®) ist isomorph zu einer endli-
chen direkten Summe @jle(’H](-A) ) von endlichdimensionalen Hilbertrau-

men H§A). Im folgenden sei stets H(A) := @%17'{5»/\). Dann wird insbesonde-
re jeder Minimalprojektor auf A®) durch einen eindimensionalen Projektor
auf HY) reprisentiert.

Der mathematische Rahmen fiir den Quanten-Shannon-McMillan-Satz
ist damit abgesteckt. Die weiteren mathematischen Begriffe zur Beschrei-
bung von Wechselwirkungen auf A* werden in Abschnitt 3.3 eingefiihrt

(siehe dort).

3.2 Der Quanten-Shannon-McMillan-Satz

Die Erweiterung des klassischen Shannon-McMillan-Satzes auf Quantengit-
tersysteme wurde in [3] erarbeitet. Sie soll in diesem Abschnitt ohne Beweis
vorgestellt werden.

Satz 3.2.1 (Quanten-Shannon-McMillan-Satz)

Sei U ein ergodischer Zustand auf A mit mittlerer Entropie s(V).
Dann gibt es fir alle § > 0 ein N5 € N, so dass fir alle n € N¥ mit
A(n) D A(Ns) ein Orthogonalprojektor p™ (8) € A™ existiert, so dass

1. U™ (p®5) >1-4,
2. fiir alle Minimalprojektoren p € A™ mit p < p(™(5) gilt
e~ #FAM(W)H0) ) (p) < g #AM)(5(V)=0)

)

3. #ADEW=0) < r () (5)) < HAM((¥)+0)

In Analogie zum klassischen Shannon-McMillan-Satz kann man diesen
Satz so interpretieren, dass der n-Block-Zustand des Quantengittersystems
im Wesentlichen auf einen exponentiell kleinen, ”typischen Unterraum” U
konzentriert ist. Dieser Begriff ist das Quanten-Analogon zum klassischen
Begriff der ”typischen Menge” (von Ereignissen). Dabei ist p(™(§) der Or-
thogonalprojektor auf U, try(p™(d)) gibt die Dimension von U an, und
die Minimalprojektoren p < p(“)(é) sind eindimensionale Projektoren auf
Teilriume von U, die als Gegenstiick zu den klassischen ” Elementarereignis-
sen” aufgefasst werden konnen.
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Nach Punkt 1 hat U fast volles Maf3. Punkt 2 sagt, dass die Wahrschein-

lichkeit von Minimalprojektoren auf U anndhernd gleichverteilt ist, mit
1
———1og U™ (p) € (s(¥) — 5,5(V) +6) .
i OE V) € (5(8) ~ 8.5(¥) +9)

Geméf Punkt 3 hat U exponentiell kleine Dimension im Vergleich zum ge-
samten Hilbertraum.

Eine formale Definition des Begriffs des typischen Unterraums kann fol-
gendermaflen erfolgen (in Anlehnung an [11], S. 542):

Definition 3.2.2 (Typische Unterriume im Quantenfall)
Sei (wp) eine Familie von Zustinden® auf (AM)xczv, fiir die der Grenzwert

I LI TR

s:= lim ———S(w
Agm) 2w A () A

existiertS, wobei S(wy,) = —tr (D, log D,,,) fiir die von Neumann-Entropie
eines Zustands wy, steht. Der 0-typische Unterraum T C HN) von wy wird
dann definiert durch

Ty = span {U Figenraum von D, ‘ \NU) € (e—”(s‘*‘é),e—n(s—cs)) } ,
wobei N(U) den zu U gehdrigen Eigenwert bezeichnet.

Der typische Projektor p(“)(é) aus Satz 3.2.1 kann so gewihlt werden,
dass er in den typischen Unterraum T(;I’ ™ Yon ) projiziert. Das folgt aus
der Konstruktion von p™(4) in [3].

Bei Satz 3.2.1 handelt es sich zunédchst um keine direkte Verallgemei-
nerung des Shannon-McMillan-Breiman-Satzes 2.3.1. Das Suffix ” Breiman”
steht im klassischen Fall fiir die punktweise Konvergenz in dem Sinn, dass
fast jede einzelne Folge von Ereignissen irgendwann in der typischen Menge
liegt und dort bleibt, siehe auch Abschnitt 2.3.

Im Quantenfall ist eine ”Folge von Ereignissen” aber ein problematischer
Begriff. Um ein analoges Resultat in der Quantentheorie zu erhalten, muss
der klassische Shannon-McMillan-Breiman-Satz zunéchst umformuliert wer-
den. Das ist auch der erste Schritt in [4]:

Definition 3.2.3 (Bedingungen B und B*)
Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf [AZ,A%], wobei A eine endliche Men-
ge und A% die durch die Zylindermengen generierte o-Algebra ist. Dann

® Es wird nicht vorausgesetzt, dass die wa eine Konsistenzbedingung der Form
wa = wps | Ap fiir A C A erfiillen.

5 Die Existenz des Grenzwertes ist gewéhrleistet, wenn es sich bei wa um die Ein-
schrinkung eines globalen translationsinvarianten Zustandes w € S(A>) auf A han-
delt. Die Definition wird hier allgemeiner gehalten, um auch fiir die lokalen kanonischen
Zustiande ¥,, den Begriff des typischen Unterraums festlegen zu kénnen.
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erfiillt P die Bedingung (B) beziiglich h > 0, wenn fiir P-fast alle Folgen
(&€n)nez der Grenzwert —% log P (&1, ...,&,) existiert und gleich h ist.
Die Verteilung P erfiillt Bedingung (B*) beziiglich h > 0, wenn fir je-

des € > 0 eine Folge (Ce(n))neN von Teilmengen von A™ und ein N, € N
existiert, so dass

1. o™ — (Cé”“))b fir allen €N |

2. #C’E(n) € (e”(h_e),e"(h“)) fiir alle n > N, ,
3. P(”)(ml, ceyTp) < e~™h=9) fiir alle n > N, und (x1,...,2pn) € C'g(n) ,
4. P (Cé”)) S1—e.
Dabei steht das Symbol b fiir das Streichen des letzten Eintrags einer Folge,
d.h.
(€1 &n-1:8n)s = (E15- -5 €n1) -
Satz 3.2.4 (Aquivalenz von B und B*)

Ein Wahrscheinlichkeitsmafy P auf [AZ, %] erfiillt (B) genau dann, wenn
es (B*) erfillt.

Die Aussage des klassischen Shannon-McMillan-Breiman-Satzes 2.3.1 ist
die, dass stationére ergodische Prozesse mit endlichem Alphabet Bedingung
(B) erfiillen - oder eben, dass sie (B*) erfiillen, was dquivalent dazu ist.

Auf der Basis von (B*) wird in [4] nun eine Quantenversion des Breiman-
Satzes gezeigt (der Einfachheit halber nur fiir den eindimensionalen Fall):

Satz 3.2.5 (Der Quanten-Shannon-McMillan-Breiman-Satz)
Sei U ein ergodischer Zustand auf A% mit mittlerer Entropie s. Dann gibt
es fiir alle € > 0 eine Folge von Orthogonalprojektoren <p£n)> e AW
und ein Ne € N, so dass gilt net

1. pE”) =R (trn+1 ( £n+1)>) )

2. tr (pﬁ”)) € (e”(s_e), e”(5+€)) fir allen > N¢ ,
() _ 5 ()

3. es existieren Minimalprojektoren p; € A™ mit pi" = el p; und
W (p;) < e fiirn > Ne

4. o) (pE”)) S1—e.
Dabei steht R(A) fiir den Bildprojektor des selbstadjungierten Operators A.

Das Streichen des letzten Eintrags wird im Quantenfall also durch das
Bilden der partiellen Spur erledigt. Dadurch kann aus einem typischen Pro-
jektor auf A™*D ein solcher auf A™ konstruiert werden. Die typischen
Unterrdume sind in diesem Sinn miteinander ”verkettet”.

Ist die zugrundeliegende Algebra A abelsch, so reduziert sich die Aussage
dieses Satzes auf den klassischen Shannon-McMillan-Breiman-Satz.
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3.3 Gibbszustinde im thermodynamischen Limes

Aufbauend auf den mathematischen Grundlagen fiir Quantengittersysteme
aus Abschnitt 3.1 werden in diesem Abschnitt der Begriff der Wechselwir-
kung und die verschiedenen Charakterisierungen der thermodynamischen
Gibbs-Zustédnde eingefiihrt. Es handelt sich nur um eine kurze Zusammen-
fassung. Eine ausfiihrliche Diskussion mit allen Beweisen ist z.B. in [5] und
in [16] zu finden.

Jeder endlichen Teilmenge A C Z¥ wird ein selbstadjungiertes Element
®(A) der entsprechenden Algebra Aj zugeordnet. Physikalisch stellt ®(A)
die Wechselwirkungsenergie der Teilchen in A dar. Man fordert zusétzlich
die Translationsinvarianz der Wechselwirkung

(A +a) = 7a(®(A))

fiir alle endlichen A C Z" und alle a € Z".
Mit Hilfe der Wechselwirkung ® kann auf allen endlichen A C Z” der
lokale Hamilton-Operator Hy gebildet werden durch

Hy=Hp(®) = ) (X). (3.6)
XCA

Es werden also nur die Beitrige innerhalb von A beriicksichtigt. Wechsel-
wirkungsterme zwischen A und A®, d.h. Terme ®(X) fiir X N A # {} und
X NA® # {}, werden dabei nicht mit einbezogen. Aus diesem Grund nennt
man (3.6) auch den Hamilton-Operator mit offenen Randbedingungen.

Fiir jedes endliche A C Z" bezeichnet die Randenergie Wg(A) die Sum-
me der Wechselwirkungsenergien zwischen dem Gebiet A und dem Auflen-
raum A%, d.h.

We(A)= Y &(X). (3.7)

XZANX¢AC

Mit Hilfe des lokalen Hamilton-Operators kénnen fiir jede inverse Tem-
peratur € R auf endlichen A C Z” die lokalen Gibbszustinde Wy (auch
lokale kanonische Zustinde genannt) definiert werden. Ihr Dichteoperator
wird definiert als

eiﬁHA

Dy, = o (e—BHnY (e By -

(3.8)

Die Menge der translationsinvarianten Wechselwirkungen kann man mit
verschiedenen Normen versehen. Fiir diese Arbeit ist vor allem die Norm
|®]|") wichtig, gegeben durch

o)) = e KVje )
X30
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eine andere Norm |||®||| ist definiert durch

Hell= > X ex)] .

X30

Mit B) bzw. B wird die Menge aller translationsinvarianten Wechselwir-
kungen ® bezeichnet, fiir die ||®|(") bzw. |||®||| endlich ist. Das ist insbe-
sondere dann der Fall, wenn ® endliche Reichweite besitzt, d.h. wenn es ein
N € N gibt, so dass ®(A) = 0 fiir alle |[A] > N.

Satz 3.3.1 (Existenz der freien und inneren Energiedichte)
Ist & € B, so existiert die sog. "pressure”

1
b — li ——logt _BHA(M
P8O = | B R ) r(e ) ’

und damit auch die freie Energiedichte f(®,3) = —p~1p(®,3). Fiir jeden
translationsinvarianten Zustand w € S(A*°) ezistiert ausserdem die innere
Energiedichte

) 1
u(w) = A(rlll)gNV #T(n)tr (D\I/Mn)HA(n)) :

Die Definition fiir Gibbszusténde funktioniert in der Form (3.8) nur auf
den lokalen Algebren Ap. Um auch auf der quasilokalen Algebra A>° Gleich-
gewichtszusténde zu definieren, gibt es drei verschiedene Moglichkeiten der
Charakterisierung, die sich fiir den eindimensionalen Fall mit endlichreich-
weitiger Wechselwirkung alle als dquivalent erweisen:

e die KMS-Bedingung,
e die Gibbs-Bedingung,
e das Variationsprinzip (thermodynamische Stabilitét).

Die Definition eines KMS-Zustandes wird motiviert durch die formale
Ahnlichkeit der Zeitentwicklung einer Observablen A im Heisenbergbild

7i(A) = eH pe~iH (3.9)

mit der Gestalt der lokalen Gibbszustéinde in Gleichung (3.8). Damit kénnen
in endlichdimensionalen Matrixalgebren die Gibbszusténde (3.8) folgender-
maBen charakterisiert werden (ohne Beweis):

Satz 3.3.2 (KMS-Bedingung im Endlichdimensionalen)
Sei H ein selbstadjungierter Operator in B(C™), und sei pg(A) =
tr(Ae ) /tr(e=H). Dann gilt

p(AB) = p(Bri(4)) (3.10)
fir alle A, B € B(C"), und jeder Zustand p, der (3.10) erfillt, ist gleich pp.
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Setzt man Fy p(t) := p(r(A)B), so gilt fiir alle selbstadjungierten
A,BeB(C")und t € R

Fap(—i+t) = p(r_ipt(A)B)
= p(Bai(t-i+t(A4))
= p(Br(4)),

wenn p die KMS-Bedingung (3.10) erfiillt. Dies legt folgende Definition auf
der quasilokalen Algebra A> nahe:

Definition 3.3.3 (KMS-Bedingung auf der quasilokalen Algebra)
Sei 1y eine starkstetige7 einparametrige Automorphismengruppe auf der qua-
silokalen Algebra A, und sei 3 € R beliebig. Ein Zustand p € S(A>) heifit
(1, B)-KMS-Zustand, wenn es fiir alle A, B € A® eine holomorphe® Funk-
tion Fap:Sg — C gibt, die

Fap(t) = p(r(A)B)

und
Fy5(t —if) = p(Bre(A))
erfiillt. Dabei ist Sg gegeben durch

Sz = {2€C | 0<Imz < —p} fir <0
= {z€C| —8<Imz<0} fir3>0.

Um nun die Gibbs-Bedingung zu formulieren, benétigt man den Begriff
der inneren Stirung eines Zustands. Der Begriff soll hier ohne die genaue
(sehr technische) Definition am endlichdimensionalen Fall einer Matrixalge-
bra B(C™) motiviert werden. Nach Satz 3.3.2 ist der Gibbs-Zustand w, fiir
6 =1 gegeben durch

tr (e_H A)
w(A) = W )
der einzige Zustand auf B(C"), der die KMS-Bedingung (3.10) fiir die Zeit-
entwicklung (3.9) erfiillt. Ist P € B(C") ein selbstadjungierter Operator, so
ist die ”Storung” 7/ der Zeitentwicklung 7; definiert durch

TtP(A) _ eit(H—l—P)Ae—z't(H-i-P) )

Die Storung besteht also in der Addition von P zum Hamilton-Operator.
Dann ist der gestorte Zustand

—(H+P)
W) = A
tr (e~ (H+P))
" (d.h. die Abbildung t — 74(A) ist fiir alle A stetig bzgl. der Operatornorm)

8 F heifit holomorph in S, wenn I auf Sg stetig und fiir 3 # 0 im Inneren von Sg
analytisch ist.
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entsprechend der einzige Zustand, der fiir die gestorte Zeitentwicklung 7%
die KMS-Bedingung (3.10) erfiillt.

Eine analoge Definition kann fiir die Stérung eines Zustands auf der qua-
silokalen Algebra A getroffen werden. Dort gibt es zwar keinen ” globalen”
Hamilton-Operator H, aber fiir jeden Zustand w € S(A>), der w(A) > 0
fiir alle A > 0 mit A # 0 erfiillt, kann man einen Automorphismus 7 fin-
den, so dass w ein (7, 3)-KMS-Zustand ist. Eine Stérung 77 kann man mit
Hilfe des infinitesimalen Generators der Automorphismengruppe definieren.
Den gestorten Zustand [w”] definiert man dann als den zugehérigen (77, 3)-
KMS-Zustand?.

Definition 3.3.4 (Gibbs-Bedingung)
Sei B # 0 und ® € B, Ein Zustand w € S(A®) erfillt die Gibbs-
Bedingung fiir ® bei der inversen Temperatur (5, wenn gilt

1. w(A) >0 fiir alle A >0 mit A#0,

2. fiir jedes endliche A C Z" hat die innere Stirung [w=?WeM] die Form

WA =¥, @@

auf Ap @ Apc, wobei Uy der lokale Gibbszustand aus Gleichung (3.8) und
Wg(A) die Randenergie aus Gleichung (3.7) bezeichnet.

Die Idee dieser Definition besteht darin, die Randwechselwirkung W (A)
des Gebietes A mit seiner Umgebung sozusagen ”abzuschalten”. Der resul-
tierende Zustand sollte auf dem isolierten Gebiet A dann dem lokalen Gibbs-
zustand W, entsprechen.

Die letzte der drei Charakterisierungsmdoglichkeiten fiir Gibbszustdnde
auf der quasilokalen Algebra besteht in einem Variationsprinzip. Dieses Ver-
fahren ist sehr anschaulich, da es gerade das Prinzip der Entropiemaximie-
rung aus der Thermodynamik aufgreift. Der Ausgangspunkt ist die folgende
Aussage tiber die freie Energiedichte fiir Wechselwirkungen & € 53:

Satz 3.3.5 (Formel fiir die freie Energiedichte)
Ist ® € B, so gilt fir die "pressure”

p(B,®) = sup (s(w) —Bu(w)) ,

w€eT (A>)

wobei T (A>) die Menge aller translationsinvarianten Zustinde auf der qua-
silokalen Algebra A bezeichnet.

9 Der Zustand [w”] ist durch diese Forderung nicht eindeutig festgelegt, da es im all-
gemeinen mehrere KMS-Zusténde zu einer Automorphismengruppe 7 gibt. Die technische
Definition fiir [w”],wie sie z.B. in [5] zu finden ist, konstruiert aber die (eindeutige) Ab-
bildung v : w — [wF] als einen Isomorphismus der (7, 3)-KMS-Zusténde in die (77, 3)-
KMS-Zusténde, der extremale Zusténde auf extremale Zustdnde abbildet.
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Diejenigen Zusténde, fiir die der Ausdruck (s — fu) sein Maximum an-
nimmt, werden als ”thermodynamisch stabil” bezeichnet:

Definition 3.3.6 (Thermodynamisch stabile Zusténde)
FEin translationsinvarianter Zustand w € T(A>) auf der quasilokalen Al-
gebra A*® heiffit thermodynamisch stabil fiir die Wechselwirkung ® € B,

wennlo

p(B; @) = s(w) — Pu(w) .

Fiir Wechselwirkungen ® € B(") erweisen sich alle drei Charakterisie-
rungen als dquivalent:

Satz 3.3.7 (Aquivalenz der Charakterisierungen der Gibbszustinde)
Sei ® € BT fiir ein beliebiges r > 0, und sei 7 die zugeordnete Automor-
phismengruppe!! auf A®. Fir alle 3 € R und alle translationsinvarianten
Zustinde w € T (A*®) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

o wist ein (1%, B)-KMS-Zustand,
o w erfillt die Gibbsbedingung fiir ® bei der inversen Temperatur 3,

e w ist thermodynamisch stabil.

Im allgemeinen gibt es mehrere solcher Gibbszusténde zu einer Wechsel-
wirkung ® € B(); dies entspricht den verschiedenen ”Phasen” des Modells.
Wie Araki 1974 gezeigt hat, existiert im eindimensionalen Fall unter einer
weiteren, schwachen Voraussetzung aber ein eindeutiger Gibbszustand. Sei
‘Bgr) die Menge aller eindimensionalen Wechselwirkungen ® € B() | fiir die
zusétzlich gilt:

3y di&(X)Hcp()on <00, (3.11)
| X
X350

Dabei bezeichnet diam(X) = sup, pecx |a — b| den Durchmesser von X C Z.
Dann gilt folgende Aussage:

Satz 3.3.8 (Eindeutigkeit des Gibbszustandes)

Sei ® € %({) fiir ein beliebiges v > 0. Dann gibt es fiir jede inverse Tempe-
ratur B € R einen eindeutigen Gibbszustand.

In den folgenden Kapiteln wird immer ¢ € %Y) vorausgesetzt und der
dazugehorige Gibbszustand ¥ untersucht. Insbesondere soll der Quanten-
Shannon-McMillan-Satz auf diesen Zustand angewendet werden; notwendige
Voraussetzung dafiir ist aber die Ergodizitédt von W.

1% Diese Gleichung ist in der Gestalt F' = U — T'S aus der Thermodynamik bekannt.
" Diese ist definiert durch 7% = lima_~z» 7y, wobei 74 (A) = "2 Ae™#Ha
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Satz 3.3.9 (Ergodizitit und Randenergie)
Ist U € S(A>) der Gibbszustand zu einer Wechselwirkung ® € %Y), so gult

o U ist ergodisch,

e die mazimale Randenergie E,.(®) := supyczv |[Wa(A)|| ist endlich.

Beide Eigenschaften werden sich bei der Charakterisierung der typischen
Unterrdume als niitzlich erweisen. Ein weiteres wichtiges Werkzeug ist die
relative Entropie. Fiir zwei Zustdnde auf einer endlichdimensionalen C*-
Algebra ist sie definiert durch

tr (D¢(10g Dy —log D¢)) falls supp(¢) < supp(v)
+00 andernfalls .

S(¢,1) == S(Dy, Dy) = {

Die relative Entropie ist immer positiv, und sie ist nur dann Null, wenn
¢ = 1 ist. Man kann sie daher als eine Art Abstandsmafl fiir Zustédnde
auffassen. Da sie aber weder Symmetrie noch die Dreiecksungleichung erfiillt,
handelt es sich um keine Metrik im eigentlichen Sinn. Die relative Entropie
kann ganz allgemein auf beliebigen C*-Algebren definiert werden (siehe [5]).
Fiir Zusténde y,w € S(A*>) auf der quasilokalen Algebra ist sie gegeben
durch

S w) Sup, S(xa,wa) Ah/ﬂl\lly S(xa,wa)
mit xp = x [ Apx und wpy = w [ Ap.

Eine Ungleichung, die die relative Entropie und die innere Stérung von
Zustdnden miteinander verbindet, ist

S(w, [w"]) < 2|l

wenn h = h* und w(A) > 0 fiir alle A > 0 mit A # 0 (vgl. [8] oder [5]).
Da fiir Wechselwirkungen ® € %gr) also ein eindeutiger, ergodischer
Gibbszustand existiert, sind die Voraussetzungen fiir eine Anwendung des

Quanten-Shannon-McMillan-Satzes auf das Heisenbergmodell in jeder Hin-
sicht erfiillt.
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Kapitel 4

Anwendung auf die
Heisenbergsche Spinkette

4.1 Kanonische Niherung auf langen Blécken

Bei dem Versuch, die typischen Zustéinde der Heisenbergschen Spinkette
zu charakterisieren, ergibt sich zunéichst eine technische Schwierigkeit: Im
Quanten-Shannon-McMillan-Satz wird der Zustand ¥ auf der quasilokalen
Algebra (in dieser Arbeit ist das der Gibbszustand der Spinkette) immer
eingeschrankt auf ein Gebiet der Linge n betrachtet, d.h. man wéihlt Blocke
der Léange n und betrachtet darauf die Restriktion

U =W | Ay - (4.1)
Dieser Blockzustand (™) ist nun selbst kein Gibbszustand. Das fithrt zu
folgenden Schwierigkeiten:

e Fiir analytische Berechnungen ist unklar, wie ¥(") genau aussieht; der
Zustand l&sst sich nicht explizit hinschreiben wie etwa der Gibbszu-
stand.

e Die direkte Implementation von Gleichung (4.1) bei numerischen Be-
rechnungen ist sehr aufwéindig und ineffizient. Dazu miisste man die
(unendlich lange) Spinkette durch eine Kette der Linge N >> n
nihern, darauf die Dichtematrix des kanonischen Zustandes

Duy = tr (e=BHN)

berechnen, und anschliefend durch partielle Spurbildung
D\I,%w =travpam Dy

eine Niherung fiir (™ bestimmen.
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Die Vermutung ist naheliegend, dass die Blockzustéinde U™ fiir grofie n
durch die lokalen Gibbszustdnde approximiert werden kénnen:

(4.2)

Doch in welchem Sinn genau darf hier die N&dherung (4.2) verwendet werden,
wenn das Ziel in der Charakterisierung der typischen Zustédnde der Spinkette
besteht?

Um diese Frage zu beantworten, wird hier ein ”physikalischer” Quanten-
Shannon-McMillan-Satz fir die lokalen Gibbszustinde auf der Heisenberg-
kette formuliert, der bis auf einen Punkt direkt aus der Arbeit von Hiai und
Petz [8] folgt:

Satz 4.1.1 (QSM-Satz fiir die lokalen Gibbszustéinde)

Seien U € S(A®) bzw. ¥,, € S(AM) der globale bzw. lokale Gibbszustand

zu der Wechselwirkung ® € %Y) mit mittlerer Entropie s. Dann gibt es fir

alle § > 0 ein N5 € N, so dass fiir alle n > Nj ein orthogonaler Projektor!
pn(6) € AW existiert mit

1. U (pr(0)) >1-146,

2. fiir alle Minimalprojektoren p € A™ mit p < p,(9)
efn(eré) < ‘I/n(p) < efn(sfé) ,

3. enls=9) <« trp(pn(9)) < e(s+0)

Beweis: In Satz 3.3 in [8] wird fiir beliebige Zusténde x auf einer Matrixal-
gebra M die Grofe

Br(x) := min{log tr(q) : ¢ € M Projektor , x(q) >1—k}

eingefiihrt. Aus diesem Satz geht dann hervor, dass

lim 28, (T,) = s (4.3)
n—oo N
fiir alle 0 < k < 1.
Um die Behauptung zu beweisen, kann ein Argument aus [3] modifiziert
werden (siehe dort Lemma 3.3.). Sei gy 5, ein Projektor mit ¥,,(¢xn) > 1—k,
fiir den log tr(gs,») minimal wird, so dass

Br(Vy) = logtr(gsn) -

Der Projektor ¢., kann lt. [8] so gewéhlt werden, dass er auf einen
Unterraum U € H™ projiziert, der von Eigenrdumen des Dichteoperators

! Aus dem Beweis des Satzes geht hervor, dass p,(d) so gewihlt werden kann, dass er
in den typischen Unterraum T " von V,, projiziert.
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Dy, von ¥,, aufgespannt wird.? Sei B(™ eine Orthonormalbasis von U aus
Eigenvektoren von Dy, , und sei

AP = {b><b| | |b>e B™} .
Fiir jedes € > 0 wird A™ in drei disjunkte Teilmengen zerlegt:

A = {a € AW W, (a) > eI}
Agn) = {a e AM|e"F) < @, (a) < eI}
Agn) = {a € AU, (a) < eI}

Angenommen, es gilt limsup,,_, ., q;n(Ag”)) > u > 0. Wegen der oberen
Schranke der Wahrscheinlichkeit ¥,,(a) von Elementen a € Agn) erhélt man
)

eine untere Schranke fiir die Anzahl der Elemente aus Aén , die fiir eine

p-Uberdeckung benétigt werden, niimlich
min{#C|C ¢ A, 0, (C) > pu} > pe™ =+
Man hat dann

lﬁ,.@(‘lfn) = 1 log #A™ > 1 log #Aén) > 1 log(ue”(s+5)) = 1 logp+s+e
n n n n n
fiir unendlich viele n € N, ein Widerspruch zu Gleichung (4.3).
Also ist lim,,—o0 \Iln(Aén)) =0.

Die Menge Agn) liefert auch asymptotisch keinen Beitrag zur mittleren
Entropie, denn

1 1 1 n

- Z U, (a)log¥,(a) < - Z U, (a)log ((n)\I’n(Ag ))>
(n) (n) #A3
a€Ay acAy

1 n n

= > (W) log #AL + Wy (@) log Wa(AL))
aeAén)

—w, Ay e s Ly 0y 16gw,(AM) 0

n n

fiir n — oo, da W beschrankt ist und lim,_,g x log x = 0. Dabei wurde
benutzt, dass — > p;log p; < — > p;logg; fiir endlichdimensionale Vektoren
(pi), (@) mit >, p; = >, ¢; <1 und p;,q; > 0.

Da Aén) keinen Beitrag zur Entropie liefert, schlieft man leicht, dass

2 Der Grund dafiir ist im Wesentlichen eine Eigenschaft, die auch im Beweis von Satz
A.0.3 (im Anhang) benutzt wird, s. dort.
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lim,— oo \Iln(Agn)) = 0 gilt, denn andernfalls wére liminf, . %5’ (U,) < s,
und das ist ein Widerspruch zu

1
lim —S(¥,) =s,
n—oo N
wie Gleichung (3.12) in [8] zu entnehmen ist.
Mit k := /2 gibt es eine Zahl N € N, so dass

U, (A™) — @, (AM) <

fiir alle n > N. Setzt man nun

SO ist

n o 0 5 5 6
Ta(pa(8)) = ¥n(45") 2 0 (A®) = 5 = n(gun) =5 2 1= 5 =5 =10,

und das ist Punkt 1 der Behauptung. Aus der Definition von Aén) folgt
sofort? Punkt 2. Ist auerdem n gro genug, so ist die kleinstmogliche Di-
mension des Unterraums, in den ein Projektor ¢ mit ¥, (¢) > 1 — § pro-
jizieren kann, grofer als ™% wegen Gleichung (4.3), und damit auch
tr, (P (0)) > €9, Genauso ist dann

trn(pn(5)) — #Agn) < #A(n) — tr(qﬁ,n) — 6,3n(\1}n) < en(s+§) ,

und damit folgt Punkt 3. U

Verwendet man also die kanonische Ndherung (4.2), so bleibt die Aussa-
ge des Quanten-Shannon-McMillan-Satzes erhalten. Allerdings werden die
typischen Projektoren p,(8) fiir ¥, aus Satz 4.1.1 sich von den p(™ (§) fiir
¥ aus Satz 3.2.1 unterscheiden.

Ziel dieser Arbeit ist aber die Charakterisierung der typischen Un-
terriume von W™, Es bleibt also zu zeigen, dass die Projektoren py,(8)
aus Satz 4.1.1 auch fiir die Blockzustéinde ¥(") typische Zustéinde liefern,
zumindest asymptotisch fiir n — oc.

Um diese Tatsache zu beweisen, kann ein Lemma aus [12] benutzt wer-
den (siehe dort 3.2.), ein Spezialfall der Monotonie der relativen Entropie
gegentiber Vergroberung.

3 Der Beweis dafiir, dass die Ungleichung von Punkt 2 dann tatsichlich fiir alle Mini-
malprojektoren p < p,(d) gilt, kann Satz A.0.3 im Anhang entnommen werden.
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Lemma 4.1.2 (A Posteriori relative Entropie) *

Sei Ej (1 < j < m) eine Zerlegung der Eins in B(H)+, d-h. 33, E; = 1
mit positiven Observablen Ej. Jede Dichtematriz D; € B(H) bestimmt eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung

My = (tr(DiEl), tr(DiEQ), . ,tI‘(DiEm)) .
Fiir die klassische bzw. quantenmechanische relative Entropie S gilt dann

S(pi, p2) < S(D1,Ds) .

Der Beweis ist in [12] zu finden; er wird dort aus Uhlmanns Theorem der
Monotonie der relativen Entropie hergeleitet.

Das folgende Lemma zeigt, wie man aus Abschitzungen fiir den loka-
len Gibbszustand ¥,, solche fiir den Blockzustand ¥(") gewinnen kann. Es
handelt sich dabei um die Umkehrung von Lemma 2.3.(iii) in [8]; dort wird
genau der entgegengesetzte Ubergang beschrieben. Der Beweis verlduft je-
doch ganz analog.

Lemma 4.1.3 (Vom kanonischen Zustand zum Blockzustand)
Sei (Ap)nen eine Folge von Intervallen und 0 < a, <1 € Ay, . Seien P (An)
bzw. Wy, die Blockzustinde bzw. lokalen Gibbszustinde zu der Wechselwir-

kung ® € SBY). Dann gilt

lim Wy (a,) =1 = lim UA)(g,)=1.

n—oo n—oo

Beweis: Sei

F(s,1) ::slog§+(1—s)1og1_j =5 ((s,1—s), (8,1~ 1))

fiir alle 0 < s,t < 1. Nun ist
F (\P(A")(an), \I/An(an)> <9 (qf(An), \I/An>

nach Lemma 4.1.2 (setze dort £y = a,, E2 = 1—ay,). Da ¥ ein Gibbszustand
auf A ist, erfiillt er nach [8] die Gibbs-Bedingung im schwachen Sinn

(@ FWeln)] | Ay, =Wy,
fiir alle endlichen Intervalle A,,. Daher gilt

S (q,mn),\l,An) S (q,mn)’ [W—BWa(Aa)) MA“) <S <\1, [\IJ—/@VV@(An)]) :

4 Der Name dieses Lemmas wurde aus [12] iibernommen und deutet die physikalische
Interpretation der u; als Wahrscheinlichkeitsverteilungen nach einer Messung an.
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wobei letztere Ungleichung erneut aus der Monotonie der relativen Entropie
folgt, hier fiir den Fall einer Einschrinkung auf ein Teilsystem (A) eines
zusammengesetzten Systems (AB)

S(pt,0P) < S(p"?,017)

wie auf S. 524 in [11] beschrieben. Mit der fiir die innere Stérung eines
Zustands allgemeingiiltigen Formel

S(w, [W") < 2n|
ergibt sich insgesamt:

r (@An)(an),wAn(an)) <SS (\11 [\IFBW‘P(A")]) <26|Wa(An)l| . (4.4)

Die Behauptung des Lemmas folgt aus der Beschrinktheit von [|[Wa(A,,)||
(vgl. Satz 3.3.9) und lim;_,; F(s,t) = oo fur jedes s € (0,1). O

Lemma 4.1.4 (Vom kanonischen Zustand zum Blockzustand 2)
Sei 0 <a<1¢€ A, und seien U poy. V.. der Blockzustand bzw. der

lokale Gibbszustand auf A™ zu der Wechselwirkung ® ‘Bgr). Dann gilt
fir alle 6 € (0,1)

28| Wa(An)|| + log2
—logé '

Uo(a) >1-6 = M) >1

Beweis: Es werden sdmtliche Bezeichnungen aus Lemma 4.1.3 verwendet.
Setzt man in Gleichung (4.4) a, = a ein und benutzt die Abkiirzungen
s := W (a) sowie t := U, (a) und ¢ := 203||Ws(A,)|, so ergibt sich

slogs —slogt+ (1 —s)log(l —s)— (1 —s)log(l—1t)<c.
Mit —logt > 0 und —log(1 —¢) > —log ¢ erhilt man
c>(1—s)(—logd)+ slogs+ (1 —s)log(l—s).

Die letzten beiden Summanden pu(s) := slogs + (1 — s)log(1l — s) ergeben
bis auf das Vorzeichen die bindre Entropiefunktion. Es ist u(s) < 0, und die
Funktion nimmt ihr globales Minimum p,,;, = —log 2 bei sy = % an. Also
gilt

c>(1—s)(—logd) —log2.

Die Behauptung folgt. O
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Satz 4.1.5 (Ubereinstimmung der typischen Unterriume)
Seien U™ bzw. W, der Blockzustand bzw. der lokale Gibbszustand auf A"
zu der Wechselwirkung ® € %({). Fiir alle § € (0,1) sei

_ 2BE.(®) +log?2

0 —logd

mit der maximalen Randenergie E,.(®) := supycz [|[Wa(A)|| (es gilt dann
lims_00 =0). Ist p,(9) € A" der Orthogonalprojektor auf den 8-typischen
Unterraum T(;Il" von VU, so gibt es ein Ny € N, so dass fiir alle n > Nj gilt:

1. U (py(8)) 2146,

2. ist (|vi >)i=1,.. 4 eine beliebige Orthonormalbasis von T;’", so gilt fiir
die Entropie der von den Minimalprojektoren p; := |v; >< v;| < pp(9)
erzeugten Wahrscheinlichkeitsverteilung

\I/(n) (pl) \I/(n) (pd) i )
<\If(n) pe(®) " T (pn(5))) > n(s—0—dlog D) — f(9)

mit D = dim HY und

—blogd — log(1 — o) fird <

16) = { L log(1 — ) fiir § > (4.5)

@ [ =

3. =0 < tr, (pp(8)) < 5t

Beweis: Sei p,(0) € A™ der Orthogonalprojektor auf T(;I’". Nach Satz 4.1.1
gibt es ein Ny € N, so dass fiir alle n > Ny

Wn(pn(d)) 2119

und auflerdem
579 < tr(pn(0)) < eUsto)

Nach Lemma 4.1.4 gilt dann
T (p(8)) = 15 .

Um auch die Giiltigkeit von Gleichung (4.5) zu sehen, sei (|7 >)i=1... 4,
eine Orthonormalbasis von H(, wobei die ersten d Basisvektoren selbst
eine Orthonormalbasis fiir den Unterraum T 5‘1' " bilden sollen. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung p wird definiert durch

n= (,ul, e ,,U,dn) = (< I‘D\I,(n)‘l >, < 2’D\Il(")’2 >, 000, < dn|D\p(n)‘dn >) .
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Fiir die relative Entropie zwischen den Dichtematrizen Dy () und -1 erhalt
man nach Lemma 4.1.2 die Ungleichung

1 1
S — ) <SS Dy, —1) ,
(1) =5 (Dun 31)
wobei i fir die Gleichverteilung steht.
Setzt man die Definition fiir die relative Entropie ein, so ergibt sich
S(p) = S(Dyw) - (4.6)
Da der globale Gibbszustand ¥ ergodisch ist, gilt hier nach [3] die Gleichung

lim lS(\I’(”)) =s

n—oo N

Ist n grofl genug, so ist also %S(\Il(”)) > s — 0. Gleichung (4.6) liefert

1 1 1
—6 —S(UM)y < ZS(p) = —— i log i
s—0 < —SWM) < -S(u) n;u og 1
= —quzloguz—* Z pilog ;-
i=d+1

Ist (p;)i=1,..q4 gegeben mit p; > 0 und ) . p; = p < 1, so gilt allgemein® die
Abschétzung — >, p;logp; < plogd — pilog . Wegen

dn
S =1 U (p,(8)) <5

i=d+1

ergibt sich fiir § < % (andernfalls kann —plogpu < % abgeschétzt werden)
die Ungleichung

d
1 1~ 1~ =
—0< —= ilog u; + —dlog(d, —d) — —dlogd . 4.7
s—0< n;uog/wrn og(dy, — d) — —dlog (4.7)
Fiir die gesuchte Entropie in Gleichung (4.5) erhdlt man dann wegen
U (p;) = s und 3 i = U (pa(6)) < 1

§ = g X)) _¥(p) v (pa)
' W (pn(6))" W (pa(6))" " W) (pn(9))

d (n) pz o) (pz)
"L 8 T (9))
_ Zizl pilog i Zizl pilog W (p,, ()
™) (p,(9)) (™) (p,(8))

d d
> =Y pilog i +1og U (pn(8)) > = pilog i + log(1 - 6) .
i=1 i=1

% Siehe Satz A.0.2 im Anhang.
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Mit Gleichung (4.7) und d,, < D™ ergibt sich schliefilich
S > n <s —0— %Slog(dn —d)+ :Lglog5> + log(1 —0)
> ns—nd —ndlog D+ dlogd + log(1 —9) . O

Wie dieser Satz zeigt, ist die kanonische Nédherung auf langen Blocken ge-
rechtfertigt: Die typischen Unterrdume 7’ 5\1’ ™ sind auch fiir die Blockzusténde
U™ in dem Sinn "typisch”, dass

e asymptotisch das volle Gewicht des Zustandes ¥ auf den Un-
terrdumen Tgp ™ liegt,

e diese Unterrdume etwa die Dimension €™ besitzen, und

e die Wahrscheinlichkeitsverteilung ¥ (p) einzelner Elemente (Mini-
malprojektoren in Unterrdume von Tgp ") beliebig nahe an der Gleich-
verteilung liegt.

Bekanntermaflen wird die Entropie gerade fiir die Gleichverteilung ma-
ximal. In einem Raum der Dimension €™ ist diese maximale Entropie dann
gleich ns. Nach Gleichung (4.5) weicht die Entropie der Verteilung im typi-
schen Unterraum beziiglich ¥(™ nur sehr wenig von ns ab.

4.2 Ergebnis: Aquivalenz der Gesamtheiten

Nachdem sich im letzten Abschnitt die kanonische N#herung auf langen
Blocken als gerechtfertigt erwiesen hat, ist es nun moglich, die typischen
Unterrdume bei Heisenbergketten explizit zu berechnen: Es handelt sich um
Figenzustdnde des Hamilton-Operators, deren Energie nicht weit von der
inneren Energiedichte u abweicht.

Satz 4.2.1 (Charakterisierung der typischen Unterriume)
Seien ¥ € S(A®) bzw. U, € S(A™) der globale bzw. lokale Gibbszustand

zu der Wechselwirkung ® € 585” mit innerer Energiedichte u. Dann existiert
eine Folge (un)nen mit limy, oo uy, = u, so dass der §-typische Unterraum

T(;Il” von ¥, gegeben ist durch
1 0 1)
—FEy € ) a )

wobei By fir den zu U gehdrigen FEigenwert steht.

T;’” = span {U FEigenraum von Hj,

Beweis: Jeder Eigenvektor zu Dy, mit Eigenwert A ist wegen Dy, =

% auch Eigenvektor zu H, mit Eigenwert FE, wobei A = %
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gilt. Der Eigenvektor liegt also genau dann in T(;I’ ™ wenn

e PE

tr(ehn) © (e_n(s+6)’e_n(s_5)> '

Dies ist dquivalent zu
BE + logtr(e i) € (n(s — §),n(s + 9))

oder auch

1 1
éE € <s — —logtr(e PHn) — 6, s — ~logtr(e PHn) + 5) .
n n n

Setzt man nun

1 1
Uy = 3 (3 - logtr(e_ﬁH")>
und beachtet, dass nach Satz 3.3.1

lim 1 log tr(e ) = p(3)

n—oo n,
gilt (der Logarithmus der Zustandssumme konvergiert also gegen die ”pres-
sure”, was bis auf einen Vorfaktor gleich der freien Energiedichte ist), dann
folgt auch lim,,_,o u, = u aus der Gleichung s = Su + p(() fiir die thermo-
dynamische Stabilitdt des Gibbszustandes, siehe Definition 3.3.6. O

Satz 4.2.1 besitzt eine interessante physikalische Interpretation: er zeigt
fiir die Heisenbergsche Spinkette (mit endlichreichweitiger Wechselwirkung®)
eine Eigenschaft, die in der Literatur als Aquivalenz der Gesamtheiten” be-
zeichnet wird.

Fiir die Spinkette mit der inneren Energiedichte u = % < H, >
gibt es (mindestens) zwei verschiedene Moglichkeiten der thermodynami-
schen Beschreibung: Einerseits die mikrokanonische Gesamtheit, bei der
man sich die Kette auf einer festen Energiefliche £ = Fy = n - u im Zu-
standsraum lokalisiert denkt (oder zumindest in einer flachen Energieschale
E € (Eyp — 0,Ep + 6)) und alle dann zugénglichen Mikrozusténde als gleich
wahrscheinlich betrachtet; andererseits die kanonische Gesamtheit mit dem
Gibbszustand (wie in dieser Arbeit), bei der Zustidnde mit beliebigen Ener-
gien zugelassen sind, wobei die Dichte im Zustandsraum aber mit e 5%
variiert.

Wie Satz 4.2.1 und Satz 4.1.1 zeigen, folgt aus dem Quanten-Shannon-
McMillan-Satz die Gleichwertigkeit der beiden Beschreibungen fiir die Hei-
senbergsche Spinkette: im thermodynamischen Limes n — oo wird die Ener-
gie des kanonischen Zustandes mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlich-
keit in einer beliebig diinnen Energieschale um die innere Energiedichte u

(genauer gesagt mit einer Wechselwirkung @ € %Y) )

6
" (engl. ”equivalence of ensembles”)
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lokalisiert sein (Punkt 1 von Satz 4.1.1), und die Verteilung der Zusténde
innerhalb dieser Energieschale wird beliebig nahe an der Gleichverteilung
liegen (Punkt 2 dieses Satzes). Das entspricht genau der mikrokanonischen
Beschreibung.

4.3 Visualisierung der AEP beim Heisenberg-
Modell

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Aussage des Quanten-Shannon-McMillan-
Satzes, ndmlich die sogenannte ” AEP” (fiir ”asymptotic equipartition pro-
perty”), die asymptotische Gleichverteilung der Wahrscheinlichkeiten auf
dem typischen Unterraum, an einem konkreten Beispiel numerisch zu be-
rechnen und graphisch darzustellen.

Der Hamilton-Operator

1 n—1
H = §JZ(E,- g1 — 1)
=1
beschreibt fiir J = —1 das Heisenbergmodell einer ferromagnetischen

Spinkette von n Spins mit Nichster-Nachbar-Wechselwirkung.® Mit einem
Mathematica-Programm (siehe ”Notebook 2” im Anhang B) wurden fiir ver-
schiedene n die Eigenwerte A des zugehorigen Gibbszustandes der inversen
Temperatur 8 = 1 berechnet und der Gréfle nach geordnet. Anschlieflend
wurde —% log A geplottet.

Die Aussage der AEP, d.h. von Punkt 2 in Satz 4.1.1, ist dann die, dass
fiir grofles n fast alle Werte von —% log A in einem beliebig kleinen Intervall
um die Entropiedichte s liegen. In der graphischen Darstellung sollten die
Plots fiir grofle n also immer mehr wie eine waagerechte Linie mit dem
konstanten Funktionswert s aussehen (mit kleinen ” Ausreifiern” an beiden
Enden).

Das Mathematica-Programm berechnet und diagonalisiert den Gibbs-
zustand direkt, ohne weitere Annahmen und Optimierungen. Das hat den
Nachteil, dass der Rechenaufwand sich fiir jeden weiteren Spin (d.h. fiir den
Ubergang n zu n + 1) ungefihr vervierfacht. Ab etwa n = 12 {iberschrei-
tet der Rechenzeit- und Speicherplatzbedarf jedes sinnvolles Maf}. Damit
kommt man dem thermodynamischen Limes n — oo leider nicht sehr nahe.

Der Vorteil ist aber, dass man ohne weitere Annahmen direkt und un-
kompliziert einen Eindruck vom Verhalten des Systems gewinnen kann.
Tatsédchlich erkennt man in der Entwicklung von n = 2 bis n = 10 be-
reits in der linken Hélfte einen leichten Wechsel von der konvexen zu einer
konkaven Form der Kurve, wie man es bei Anniherung an eine horizontale
Gerade erwarten wiirde.

8 Dieses Modell wird z.B. in [7] ausfiihrlich diskutiert.
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Kapitel 5

Spinketten-Modelle mit
Leiteroperatorenstruktur

Wie im letzten Kapitel gezeigt wurde, besteht die Menge der §-typischen
Zustdnde bei Spinketten mit endlichreichweitiger Wechselwirkung asymp-
totisch genau aus den Zustinden, deren Energiedichte in einer (§/73)-
Umgebung der inneren Energiedichte u liegt.

Eine explizite physikalische Beschreibung dieser Zustédnde ist deshalb
dquivalent zu der Charakterisierung von Energiezustdnden der Kette. Dass
es sich dabei aber wohl um ein sehr schwieriges Problem handelt, erkennt
man an den typischen Resultaten in der Literatur. In [10] wurde beispiels-
weise bewiesen, dass fiir ferromagnetische Heisenberg-Ketten mit Néchster-
Nachbar-Wechselwirkung der Form

L—1
1
H=-Y Joan [ S5 Sot1smes — 1| (5.1)
=1 SzSx+1
wobel s, € {%, 1, %72, ...} den jeweiligen Spin auf Platz = bezeichnet und

Jzat1 > 0 beliebige Kopplungskonstanten sind, eine strikte ferromagne-
tische Ordnung der Energiestufen herrscht. Das bedeutet: Ist E(H,S) der
kleinste Energieeigenwert von H fiir den Gesamtspin S, so gilt F(H,S) >
E(H,S'), falls S < S’ ist. Die minimalen Energien in Unterrdumen mit
festgelegtem Gesamtspin S sind also monoton fallend in S.

Solche Resultate zeigen, wie schwierig es sein diirfte, eine explizite Cha-
rakterisierung der Zustdnde im allgemeinen Fall einer beliebigen Wechsel-
wirkung ® € %gr) zu erhalten. Fiir die typischen Unterrdume des Modells
(5.1) folgt aus dem obigen Ergebnis beispielsweise nur die Existenz einer
Obergrenze des Gesamtspins .S. Damit sind fiir den allgemeinen Fall aber
allenfalls noch schwichere Aussagen iiber die Eigenschaften der typischen
Zusténde zu erwarten.

Es bietet sich also an, sich auf ein spezielles, einfaches Modell zu be-
schrianken, in der Hoffnung, interessante Ergebnisse zu erhalten, die sich
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evtl. auf den allgemeinen Fall iibertragen lassen. Als ein solches Modell hat
sich die XY-Kette erwiesen, die im néchsten Abschnitt vorgestellt wird. Sie
dient als Prototyp fiir eine Klasse von! Modellen, die einen Formalismus von
Leiteroperatoren zur Diagonalisierung des Hamilton-Operators ermdoglichen.

5.1 Das XY-Modell

Gegeben ist eine eindimensionale Spinkette der Lénge n mit Néchster-
Nachbar-Wechselwirkung der Form

n—1

H, = — Z (O‘i’IUZ'Jer + Ui,y0i+1,y) . (5.2)
i=1
Das Ziel ist es, den Hamilton-Operator zu diagonalisieren, um FEnergie-
Eigenzustdnde zu berechnen. Die nun folgende Darstellung entstammt
vollstéindig dem Buch von Barry Simon ([16]); der einzige Unterschied ist der,
dass hier offene Randbedingungen betrachtet werden (d.h. es wird der lokale
Hamilton-Operator (5.2) ohne Randbedingungen verwendet), wihrend bei
Barry Simon mit quasiperiodischen Randbedingungen? gerechnet wird. Nach
den Ergebnissen in Abschnitt 3.3 sind im thermodynamischen Limes n — oo
beide Herangehensweisen dquivalent.
Mit der Definition fiir Spin-Leiteroperatoren
1
+ .
oj 1= 5 (00 £igjy)
kann man den Hamilton-Operator zunéchst umschreiben als

n—1

H,=-2) (oo +0;0t,) .

=1

Daraus werden nun Operatoren A; definiert durch die sog. Jordan- Wigner-
Transformation

A =

j—1
exp (mZa:a;)] o; =Q1...aj-10; (5.3)

k=1

1 Zu den Modellen, die auf dhnliche Art und Weise durch Leiteroperatoren geldst
werden konnen, zéhlt z.B. auch ein allgemeineres XY-Modell mit dem Hamilton-Operator

LM ;M M
H= 5 mzzl(ajna;ﬂ + U;LUIZH) - 577712:1(0:5‘7;“ +OmOmtr) — hmE:l T s

wie es in [9] beschrieben wird.

2 Quasiperiodisch bedeutet dabei, dass ein Hamilton-Operator wie in Gleichung (5.5)
mit der Transfermatrix Mi(;) = -2 fiir i = j (mod n) verwendet wird, was die Rechnung
vereinfacht. Dies entspricht nicht dem Operator H, = — > (CiaOig1,2 + OiyTit1y)
mit periodischer Randbedingung oy,4+1 = 01.
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mit o = exp(ma;raf) =1- 20?0;. Diese Operatoren heiflen Fermion-
Operatoren, da sie den Antivertauschungsrelationen

{45, Ak} =0, {A], Ag} = 01 (5.4)

geniigen. Eine kurze Rechnung zeigt, dass man dann den Hamilton-Operator
schreiben kann als
n
Hy= Y MAA; . (5.5)
ij=1

Die Transfermatrix M (™ ist dabei gegeben durch

m) | —2 firi—j==1
M _{ 0 sonst .

Beispielsweise lautet die Transfermatrix fiir n =7

0 -2 0 0 0 0 O
-2 0 -2 0 0 0 0
0 -2 0 -2 0 0 0
MO=] o 0o -2 0 -2 0 o0
0 0 0 -2 0 -2 0
0 0 0 0 -2 0 -2
0 0 0 0 0 -2 0

Anstatt der 2" x 2"-Matrix H,, geniigt es, die n x n-Matrix M ™ zu diago-
nalisieren. Dies liefert die unitire Transformationsmatrix®

. jkm
) _ V2sin iy (5:6)
N S I

und es ergibt sich

XS

n n n * 3 3 j
UMM U™” = diag (Aj) =1, = diag <—4 cos 1)]':17”.7” . (5.7)

Definiert man noch die Vernichtungsoperatoren
n
B =Y U4, (5.8)
j=1

bei denen es sich ebenfalls um Fermionoperatoren handelt (d.h. sie geniigen
ebenfalls den Antivertauschungsrelationen (5.4)), und den Vakuumzustand

Ip>=1l]...|>=]]>%",

so folgt aus Gleichung (5.5) folgende Diagonalisierung von H,:

3 Der Beweis fiir diese Darstellung ist im Anhang als Satz A.0.4 zu finden.
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Satz 5.1.1 (Diagonalisierung von H, beim XY-Modell)
Fiir jede Teilmenge T C {1,...,n} sei der Vektor |T > definiert durch

T >:= ][] Biln>,
JET
wobei die Faktoren in aufsteigender Reihenfolge multipliziert werden. Dann

bilden die Vektoren (|T" >)pcq1,.ny eine Orthonormalbasis von H™ qus
FEigenvektoren von H,. Zu jedem Eigenvektor |T' > gehdrt der Eigenwert

Br=>Y X,
JjeT

wobei \; fiir den j-ten Eigenwert der Transfermatriz M™) steht, wie in
Gleichung (5.7) angegeben.

Der Beweis ist ausfiihrlich im Buch von Barry Simon [16] dargestellt.

5.2 Intervalle zur Konstruktion typ. Zustinde der
XY-Kette

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass im thermodynamischen Limes n — oo
eine Charakterisierung der typischen Zustédnde der XY-Kette mit Hilfe von
Intervallen moglich ist. Zunéchst stellt man fest, dass nach Gleichung (5.7)
die Eigenwerte \; der Transfermatrix fiir alle n € N geschrieben werden

konnen als )
J
Aj=A
! <n+1> ’

wenn die Eigenwertdichtefunktion X : [0,1] — R durch

Az) := —4 cos(mx)

definiert wird. Nach Satz 4.2.1 ist ein Energie-Eigenraum U genau dann
0-typisch, wenn fiir den dazugehorigen Eigenwert By gilt:

1 o o
—by e (up—5,un+ 5] .
n ( B ﬁ)

Fiir das XY-Modell ist dies nach Satz 5.1.1 dquivalent zu

1 1 ' o o

jer jeT

Die Idee ist naheliegend, im thermodynamischen Limes n — co die Summe
%E jer A (ﬁ) in geeigneter Weise durch ein Riemann-Integral zu appro-
ximieren. Dies kann folgendermaflen geschehen:
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Satz 5.2.1 (Intervalle zur Konstruktion typischer Zusténde)
Sei Uy, der lokale Gibbszustand der XY-Kette der Linge n, sei T C (0,1)
eine Vereinigung endlich vieler Intervalle, und mat

T,:=|(n+1)-T]={l(n+1)-z| | zeT}C{l,...,n}

sei |T,, >€ H™ der durch T erzeugte! Energie-Eigenzustand auf A™ . Gilt
dann fiir die innere Energiedichte u der Kette

4]
u— [ AMx)dz| < =,
fyens] <5
so gibt es ein N € N, so dass |T,, > fiir alle n > N -typisch ist, d.h.

(5.9)

T, > T5 " .
Beweis: Sei € := % — |u— [z Ma)dz| > 0. Da A\(z) stetig ist, gilt

.1 J
nlggloﬁ Z A (n—|—1> —/T)\(:c)dx .
JET,

Also gibt es ein N1 € N, so dass fiir alle n > Ny

iZA(ni1>—/T)\(x)da: <3

JET

Sei (up)nen die zu W, gehorige Folge mit lim,, . u, = u aus Satz 4.2.1.
Dann gibt es ein Ny € N, so dass fiir alle n > Ny

€
|un—u\<§.

Fiir alle n > N := max{Nj, Na} gilt dann

1 1 j
1 .
< |= < / >—u+]u—un|
. n+1
JeT,
1 .
< EZ <nil)_ T)\(:U)dx—}— T)\(l‘)dCE—u + |lu—up,
€Ty
< /)\( )dx| + . 0
u— x)de|+ =+ - =—.
7 2 2 B
Der Eigenraum zu |T,, > erfiillt also die Bedingung von Satz 4.2.1. O

* Spricht man von einem Vektor [v >€ H™ als Zustand, so ist eigentlich der durch
|v > erzeugte Zustand @, auf A™ gemeint, fiir alle a € A™ gegeben durch

P> (a) =< v|alv >=tr(alv >< v|) .

42



KAPITEL 5. SPINKETTEN-MODELLE MIT
LEITEROPERATORENSTRUKTUR

Jede Vereinigung von Intervallen, iiber der das Integral der Eigenwert-
dichtefunktion A(z) in etwa die innere Energiedichte u ergibt, generiert also
fiir grofle n typische Zustédnde der Spinkette.

5.3 Eine Vermutung iiber typ. Zustinde auf lan-
gen Blocken

Nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts (Satz 5.2.1) ist bekannt, dass
Vereinigungen von Intervallen T C [0,1], die Bedingung (5.9) erfiillen, fiir
grole n O-typische Zustinde |T,, >€ T, 5‘1’ " generieren. Die Frage ist nun,
wie sich diese Zustéinde |T}, > fiir festes T, aber verschiedene n zueinander
verhalten. Dazu sei folgende Vermutung formuliert:

Vermutung: Sei T C [0,1] eine Vereinigung endlich vieler Intervalle,
und sei |T,, >€ H™ der durch T erzeugte Energie-Eigenzustand auf A",
wie in Satz 5.2.1 definiert. Dann konvergiert |T,, > fiir n — oo gegen einen
Zustand auf A, d.h. fiir alle a € A, existiert der Grenzwert

¢7(a) := lim ¢7,(a) = lim < Ty,la|T, >= lim tr(a|T, >< T3|) .
n—oo n—oo n—oo

Ein Beweis dieser Vermutung steht leider noch aus. Die Konstruktion
der Zusténde |T,, > erfordert mit steigendem n, dass auf eine komplizierte
Weise gleichzeitig die Anzahl der Spins und die Anzahl der Erzeugungsopera-
toren vergréflert wird, und daran ist bisher jeder Beweisversuch gescheitert.
Folgender Satz gibt aber einen Hinweis, dass die Zusténde tatsdchlich kon-
vergieren konnten:

Satz 5.3.1 (Asymptotische Entwicklung der Leiteroperatoren)
Auf der XY-Kette der Linge s+n gilt fir allea € A®) und j € {1,..., s+n}

1 sin(iw(Qs—i—l))
1 <2 5= 2sin(jm) )

s+n+1

<{jHa®1*"|{j} > = <n®laly® >

2

S
Py Z sin(jkn) sin(jln) < n(s)\alzaaﬂn(s) >,
k=1
wobei |{j} >= Bj|n > ein in Satz 5.1.1 definierter Energie-Eigenzustand
ist. Dabei ist j = ﬁ, und [0 >=| |>®% ist der Vakuumzustand auf

AB) . Anders ausgedriickt,
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Dy 1AW = {5} >< {5} 1 A

% +s— M
N 1— 2sin(jym)

(s) (s)
s+tn+l ™ >< 0|

2 . . -
Po—— k;l sin(jkm) Sin(jl7r)0l+|77(s) >< 77(S)|‘7k_ .

Beweis: Zunéichst stellt man fest, dass fiir alle &k
agln >= (1 207 0;)In >= [n >
gilt. Setzt man Gleichungen (5.8) und (5.3) ein, so erhélt man

Fy>(@®1%") = < {j}a®1%"|{j} > (5.10)
stn s+n
= < n(ern)‘ Z AkUJ(ZJrn)a ® 19" Z Ul(jern) Aik’n(s+n) S
k=1 -1

s+n
_ s+n)‘ Z U(s+n Ul]s+n o ... ak—lo'];a ® 1®n
k=1

afozl_l . a1|17(s+") >
_ Z U (s+n) s+n) < 77(3)|O_k—ao,l+|n(s) >
k,l=

s s+n

+ 30 ST USTIUETYT < gt o a 0 1970 o) >
k=1l=s+1

s+n s

i Z ZU(S+n s+ <t |ora ® 1970 [nt+) >
k=s+1 =1

s+n
+ Z Uiy, (s+n UZJSJrn) < T](SJF")\Uk_a ® 1®”Jl+|7](s+") > .
k,l=s+1

Der zweite Summand nach dem letzten Gleichheitszeichen muss wegfallen,
dafiralle k€ {1,...,s}undl € {s+1,...,s+n} gilt

< 77(8+n)‘0k_a ® 1®n01+’77(8+n) >
= (< 77(3)|g'];> ® < n(5+1,s+n)|a ® 1®nm(s) >® (O.l4r|77(s+1,s+n) >)
=< 77(8)|0-k_a|77(8) > . < n(8+1,s+n)|o_l+|n(s+1,s+n) S

Dabei bezeichnet |[(**t1:5+%) > den Vakuumzustand auf Als11,54n)- Da die
Vektoren |5(*+1:577) > (alle Spins nach unten) und o;"|n(**+1+") > (ein Spin
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nach oben) orthogonal zueinander sind, ist dieser Ausdruck gleich Null. Aus
dem gleichen Grund verschwindet der dritte Summand nach dem letzten
Gleichheitszeichen in (5.10), und es bleibt {ibrig

. 1508 . jlm
\/ESIH s-"J-n-‘rl . \/§SID s—in—l—l
Vs+n+1 Vs+n+1

st /2sin 5T \/2sin LT
+ < n(s)’am(s) > Z s+n+1 s+n+1

W Vet Y

< 77(5+1,s+n)|O_k—o_l+|,,7(s+1,s+n) > .

< o} ao} In() >

Fjy>(a®@19") = 3

k=1

Die Behauptung folgt mit < 77(S+1’5+")]ak_aﬂn(SHvSJrn) o— 5 und
¢i(jy>(1 ®1%") = 1, wenn man

Es sin?(jkr) = E +2-
4 2
k=1

benutzt. O

sin (5%(25 +1))
4 sin(j)

Warum ist das nun ein Indiz fiir die Vermutung, dass der durch 7T er-
zeugte Energie-Eigenzustand |7,, > fiir n — oo konvergiert? Die Aussage
von Satz 5.3.1 kann auch in der Form

1 sin(jﬂ'(23+1))
S _ 2 25111(]77) S S
D¢|{j}> rA() — 1— - |7]()><77()’
2 S
z in(i in(i +17(5) )5~
+ ” Z sin(jkm) sin(jlm)o," ' >< n'|o,
k=1
1
+ 0= (5.11)

geschrieben werden (daher auch der Name ”asymptotische Entwicklung der
Leiteroperatoren”). Zunéchst ist es bemerkenswert, dass nicht j selbst, son-
dern nur die Grofle )

J
s+n+1
im Ergebnis (5.11) auftritt; das ist aber gerade der der natiirlichen Zahl j
bei einer Kette der Linge s 4+ n zugeordnete xz-Wert im Intervall (0, 1), und
diese z-Werte (Elemente aus 7)) werden ja bei der Konstruktion von Satz
5.2.1 gerade konstant gehalten (im Gegensatz zu j € T),, das dann linear in
n steigt).

Weiterhin sei daran erinnert, dass der Zustand |{j} > durch Anwendung
des Erzeugungsoperators B;-‘ auf den Vakuumzustand |n > entsteht

j=

{i} >=Bjln> .
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Gleichung (5.11) sagt dann aus, dass sich der Zustand lokal (auf A®)) in
nullter Naherung nicht dndert, sondern der Vakuumzustand bleibt. In erster
N#herung kommen noch Spinwellen hinzu, sinusformige Anteile mit jeweils
einem einzigen Spin nach oben.

In der Konstruktion von Satz 5.2.1 wird nun nicht nur ein Erzeuger
B; auf den Vakuumzustand angewendet, sondern es werden mehrere davon
aneinandergereiht, genauer gesagt O(n) viele. In Analogie zu Ausdriicken

wie . .
<1+C+(’)<2>> — e fir n — oo
n n

wiirde man erwarten, dass im Fall einer Konvergenz gegen einen bestimmten
Zustand ein einzelner Erzeuger auf einen lokalen Zustand wirkt wie

1 4 1
¢B}‘\fu> ~ <1 + 50"1' o <nQ>> ¢\U> ’

und das ist im Wesentlichen die Aussage von Satz 5.3.1.

Bei dem Versuch, die Konvergenz der Energiezustdnde ¢1, zu beweisen,
wurde auch eine Darstellung der Wirkung der Leiteroperatoren als Determi-
nante gefunden, siche Satz A.0.6 im Anhang. Da sich jedes Element a € A
der lokalen Algebra in der Tensorbasis entwickeln lisst als

a= Z%,y|$ >< yl
x?y

fir |z >= |21... 2 >= Q" |z; > mit x; € {1,]} (entsprechend fiir |y >),
kann die Wirkung von ¢7, geschrieben werden als

or,(a) = <T,la|T, >

= Zazﬁy < Tyle >< y|T,, > .
x7y

Es geniigt also, das Skalarprodukt

< Tulz >=<1n| [] Bjle >
J€Tn

fiir Vektoren |z > der Tensorbasis zu untersuchen. Satz A.0.6 liefert eine
kompakte Formel fiir den Wert dieses Ausdrucks in Form der Determinante
einer Streichungsmatrix der Transformationsmatrix U (") Leider verhilft
auch dieses Ergebnis zu keinem Beweis der oben geduflerten Vermutung.

Im Prinzip ist es moglich, die Konvergenz der durch T erzeugten Ener-

giezustéinde numerisch zu testen. Innerhalb dieser Arbeit geschieht dies mit
einem Mathematica-Programm (als ”Notebook 17 im Anhang B zu finden).
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Sei im Folgenden die inverse Temperatur stets § = 1. Dann ist die innere
Energie der XY-Spinkette® gegeben durch

1

U(pr) = 4/ _COSTT) 1 1170418373401746433 ...
1+ e cos(mz)

Gesucht ist nun ein Intervall, iiber dem das Integral der Eigenwertdichte-

funktion ungefihr ug_;) ergibt. Man kann z.B. das Intervall ' = (0,¢)

wéahlen, wobei £ gegeben ist durch

1
¢ = —— arcsin (u(g_1) 7 ) = 0,341420280220345169..... .
s

-2f

-4

Abbildung 5.1: Das betrachtete Intervall der Eigenwertdichtefunktion

Dann ist
¢ 4 ¢
/ Az)dx —/ —4cos(mz)dr = ——sin(rz)| = upg_) -
T 0 Q 0

Berechnet man® mit dem genannten Mathematica-Programm auf Ketten
der Lénge s + n die Dichtematrix von ¢, | A®) fir s =1 und s = 2, so
erhélt man die folgenden Ergebnisse:

® Zur Berechnung der thermodynamischen GroBen siehe Anhang Satz A.0.5.
6 Zu beachten ist, dass hier die Konvention =0 , |= 1 verwendet wurde. So ist der
”Vakuumanteil” der Zusténde der Eintrag in der Matrix rechts unten.
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s+n

0 0 0 O
5 (0,5 0 ) 0 0,5 0,5 0
0 0,5 0 0,5 0,5 0
0 0 0 O
0 0 0 0
5 (0,25 0 > 0 0,25 0,353553 0
0 0,75 0 0,353553 0,5 0
0 0 0 0,25
0 0 0 0
A <0,138197 0 > 0 0,138197 0,223607 0O
0 0, 861803 0 0,223607 0,361803 0O
0 0 0 0,5
0,0111645 0 0 0
5 (0,33333 0 ) 0 0,322169 0,394338 0
0 0, 66667 0 0,394338 0, 488835 0
0 0 0 0,177831
0, 00289306 0 0 0
6 <0,228433 0 > 0 0,22554 0,314701 0
0 0, 771567 0 0,314701 0,44332 0
0 0 0 0, 328247
0,000860199 0 0 0
. <0,161612 0 ) 0 0,160751 0,244426 0
0 0, 838388 0 0,244426 0,37414 0
0 0 0 0, 464249
0,0079708 0 0 0
g <0,284479 0 > 0 0,276508 0, 356193 0
0 0, 715521 0 0,356193 0, 466034 0
0 0 0 0, 249487

Auch wenn eine gewisse Tendenz’ erkennbar ist, bleibt unklar, wie sich
der Zustand mit steigendem s + n verhélt. Man ist mit s + n = 8 auch
noch sehr weit vom thermodynamischen Limes entfernt; das Problem hier
ist, dass der Rechenaufwand exponentiell mit der Linge der Kette steigt.

7 Beispielsweise sind einige Eintrige immer Null, wihrend sich der Eintrag links oben
in den 4 x 4-Matrizen knapp iiber der Null einzupendeln scheint.
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5.4 Der QSM-Satz und Kombinatorik auf stetigen
Funktionen

Die Ergebnisse zur Heisenbergschen XY-Kette deuten auf eine ungewthnli-
che Anwendungsmoglichkeit des Quanten-Shannon-McMillan-Satzes in der
klassischen Kombinatorik hin. Dieser Abschnitt gibt einen kurzen Ausblick
auf diese Idee.

Satz 5.4.1 (Die Kombinatorik der XY-Eigenwertdichtefunktion)
Sei AN(x) = —4cos(mz), sei B > 0 beliebig, und fir jedes n € N sei das
FEinheitsintervall (0,1) unterteilt in n+ 1 Teilintervalle durch

Xn:{n‘j_l je{la'-'an}}:{mh“"‘rn}'

Jeder Teilmenge T C {1,...,n} wird mit 3,(T) := Y ,cp Mx;) die Wahir-
scheinlichkeit
o—Bn(T)

AF%(IU = “‘z?“* (5.12)

mit dem Normierungsfaktor Z = H?:l (1 + 6*5’\(’”1)) zugeordnet. Dann gibt
es fir alle e > 0 ein N, € N, so dass fiir alle n > N, fiir die Zufallsgrifie
1 .

=X, gilt

n

P, (‘12]”—11[)\]‘ <e) >1—¢,
n

wobei die Grifie u[A] gegeben ist durch

RNC))

Beweis: Nach Satz 5.1.1 generiert jede Teilmenge T' C {1,...,n} einen
Energie-Eigenzustand |T' > der XY-Kette der Léange n. Der dazugehérige
Eigenwert lautet

Er =) X= Aaj)=%a(T),

JET JET
und es gilt
o—BHn
U,(IT >) = <T|Dyg,|T >=< T\mﬁ >
e BET
= tr (=P = P,(T) .

Die Grofie u[A] ist nach Satz A.0.5 gerade die innere Energiedichte der
XY-Kette; aus diesem Satz folgt auch die Identitéit Z = tr (e_BH"). Deshalb
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gibt es nach Satz 4.2.1 eine Folge (uy)peny mit lim, o u, = ul[\], so dass
der J-typische Unterraum Tgp " fiir die lokalen Gibbszustéinde der XY-Kette
gegeben ist durch

1 ) )
T(;I'" = span {U Eigenraum von H, ‘ —FEy € <un — B,un + ﬁ) } .
n

Sei T' eine Teilmenge mit

Mit § := € — }%En(T) - u[AH gibt es ein NV € N, so dass fiir alle n > N gilt:
|u[\] — un| < d. Es folgt

%EH(T) —up| < %Zn(T) - u[A]‘ + [u[A] = un]
< %Zn(T) - UP\]‘ to=e

Py (‘;En u[)\]‘ < e> > P, (T | T >eT")
= U, (T'") >1—¢

fiir alle n > Na, wenn Na € N grof3 genug ist. O

Dieser Satz hat eine einfache kombinatorische Interpretation; der
Einfachheit halber wird hier zuniichst der Fall® g = 0 diskutiert. Man
betrachte die Funktion A(z) = —4 cos(7mx) und die Zerlegung des Intervalls
(0,1) in n 4+ 1 Teilintervalle, wie im Satz angegeben. Nun wird aus den
Punkten {z1,...,2,} zufillig eine Teilmenge T' = {t1,...,t;} ausgewihlt,
wobei jede Teilmenge gleichwahrscheinlich sein soll. Man bildet nun die
Summe der Funktionswerte iiber den Stellen {t1,...,tx} und teilt durch
n. Gesucht ist der Erwartungswert der resultierenden Zufallsvariablen

X = % Zf:l Altg)-

In Abb. 5.2 ist der Fall n = 9 dargestellt. Fiir zweielementige Teilmengen
{t1,t2} C {z1,...,xy} ist leicht zu sehen, dass es offenbar viele Moglichkei-
ten gibt, als Summe der Funktionswerte etwa Null zu erhalten (genauerge-
sagt die 4 Moglichkeiten, jeweils die Werte x und 1 — x auszuwéhlen, wie in
Abb. 5.2 durch Graustufen angedeutet), wihrend es nur wenige Moglichkei-
ten gibt, als Summe einen hoheren Wert z.B. um die 8 herum zu erhalten

8 Der Fall 3 = 0 scheint auch der einzige zu sein, der sich auf einfache Weise kom-
binatorisch behandeln ldsst, siche Satz A.0.7 im Anhang. Fiir § > 0 ist offenbar eine
thermodynamische Betrachtung wie diese hier am geeignetsten.
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ol2 oll4 0.6 0.8 1

-2t

-4

Abbildung 5.2: Kombinatorik auf der Eigenwertdichtefunktion

(dazu bleibt nur die Moglichkeit, die beiden z-Werte ganz rechts aufien aus-
zuwéhlen).

Man erwartet also, dass sich der Erwartungswert von X etwa um die
Null einpendelt. Tatsdchlich sagt Satz 5.4.1, dass der Erwartungswert von
X fiir grofle n etwa gleich wu ist, wobei sich hier fiir 3 = 0 ergibt:

1 1
u:/ A(fL“)dI:/ —Acos(mz)
0 1+60-/\(x) 0 2

Zuséatzlich folgt aus Satz 5.4.1, dass die Streuung um die Null fiir n — oo
immer kleiner wird. Fiir andere Temperaturen 3 > 0 ist die Interpretation
des Satzes dieselbe, allerdings wird nicht mehr jede Teilmenge als gleich
wahrscheinlich betrachtet, sondern die Teilmengen werden geméfl Gleichung
(5.12) gewichtet.

Die Aussagen der Sétze 5.1.1 und 5.2.1 bleiben offenbar giiltig (mit Aus-
nahme der Gestalt der Transformationsmatrix U und der Eigenwerte ),
wenn im Hamilton-Operator von Gleichung (5.5) die Matrix M durch ei-
ne andere Transfermatrix M (™ ersetzt wird. Eine solche Matrix beschreibt
fiir die Fermion-Operatoren aus Gleichung (5.3) eine translationsinvariante
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und endlichreichweitige Wechselwirkung, wenn sie folgende Gestalt® hat:

mo M mo ... MR 0 0 0 0 0
mp Mgy My Mg mpr 0 0 0 0
mg Mmip Moy M1 M2 mr O 0 0
... Mo M1 Mg Mmip Mo mgr 0 0
R mp e mo mq mo ma me9 mp 0
M(n) = 0 mpg mo mq mo ma meo mpeg
0 0 mpg ms M1 Mg My Mo
0 0 0 mpg me mip My Mmp M3
0 0 0 0O mp ... ma mp mg My
0 0 0 0 0 mp mo My mo

Wann immer eine Funktion f(z) sich als Eigenwertdichtefunktion einer
solchen Transfermatrix schreiben lésst, sollte die Giiltigkeit von Satz 5.4.1
fiir f(z) gewihrleistet sein. Es bleibt zu untersuchen, fiir welche Klasse von
Funktionen sich auf diese Weise das oben genannte kombinatorische Problem
16sen lésst.

9 Dass eine solche Gestalt wirklich hinreichend und notwendig fiir die Translationsinva-
rianz und endliche Reichweite bei beliebigen Fermion-Operatoren ist, ist nicht klar. Eine
solche Aussage bleibt noch zu beweisen.

52



Anhang A

Hilfssatze und Beweise

Satz A.0.2 (Subentropie-Abschéitzung)
Sei (pi)i=1,...a eine Folge nichtnegativer, reeller Zahlen (p; > 0) mit

d
Zpi =p<1
=1

Dann folgt:

d
—sz‘ logp; < plogd — plogp .
=1

Beweis: Fiir beliebige reelle Zahlen ¢; > 0 mit ) . ¢; = p sei ein p-Analogon
zur relativen Entropie definiert durch

Hup.q) = - pilog™

v
(]~
3
7N
—
|
RIS
N———

Der Ausdruck H,(p, ¢) ist also immer positiv. Insbesondere gilt dann fiir die
Gleichverteilung &:

d d d
Di
Hy, (n%) = - 5 piIOgT/d = — E pi log p; + § piIOg%
i=1 =1 =1
d

= =) pilogp; + plogp— plogd .
=1

o
IN
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Satz A.0.3 (Ungleichungen fiir Nicht-Eigenvektoren)

Sei U ein Zustand auf A™ und sei U ¢ H™ ein Unterraum, der eine
Orthonormalbasis (|i >)i=1, .4 aus Eigenvektoren von Dy besitzt. Ist ein
Intervall I C [0,1] gegeben, so dass

U(li><i])el
fir alle i € {1,...,d} gilt, so ist auch
U(p) el

fir alle Minimalprojektoren p < py, wobei py den Orthogonalprojektor auf
U bezeichnet.

Beweis: Mit der Bezeichnung Dy i >= \;|i > wird
V(p) = tr(pDy)
= Y <ilpDyli >
i
= > i <ilpli >=> A (A1)
i i
mit p; :=< i|p|i >. Da p ein Minimalprojektor ist, gilt tr(p) = 1, bzw.

S pi=> <ilpli >=tr(p) =1.
i A

Wegen der Positivitét aller p sind die p; > 0, so dass es sich bei Gleichung
(A.1) um eine Konvexkombination der A; handelt. Da alle A\; im Intervall I
liegen, muss auch die Konvexkombination der A; in I enthalten sein. O

Satz A.0.4 (Diagonalisierung der XY-Transfermatrix)
Ist die n x n-Transfermatriz M™ gegeben durch

m) | —2 firi—j==1
M _{ 0 sonst,

so wird M™ unitir diagonalisiert durch die Transformationsmatriz

. ik
\/ismfl—Jrl
vn+1 ’

wobei die Eigenwerte N\, durch Gleichung (5.7) gegeben sind.

Uy =
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Beweis: Die Eigenvektorgleichung fiir M ()

MMy >= Ao >

mit [v >= (vy,...,vy,) ist Aquivalent zu folgendem System von Gleichungen:
)\'01 = —2’02 (A2)
A = —2(vg—1 +vky1) firalle ke {2,...,n—1} (A.3)
Aoy, = —2U,-1 . (A4)

Die Differenzengleichung (A.3) ist in ihrer Struktur mit der Bestim-
mungsgleichung der Fibonaccizahlen vergleichbar; die folgende Losung dieser
Gleichung erinnert daher stark an das bekannte Verfahren zur Berechnung
einer allgemeinen Formel dieser Zahlen.

Definiert man fiir £ € {1,...,n — 1} den Vektor

R Uk
T = ,
Vk+1

so koénnen die Gleichungen (A.2) und (A.3) umgeschrieben werden als

U1
1= A )
-5

1
Ty = ( 0 > Tr—1 = Bij_y = B" 1 . (A.5)

8

A
-1 -3

Die Matrixpotenz B*~! in Gleichung (A.5) kann durch Diagonalisierung von
B explizit ausgerechnet werden. Beim Ausfithren der Diagonalisierung stoft
man auf Terme der Form /A2 — 16, was die Substitution

A= —4cosa (A.6)

mit noch unbekanntem Parameter a nahelegt. Durch Einsetzen von (A.6) in
(A.5) und anschlieender Diagonalisierung ergibt sich

sin(ak) .

sina

Vi — U1 (A?)

Die verbleibende Gleichung (A.4) ist dann eine "Randbedingung”, die
noch Einschrénkungen an den Parameter a liefert. Einsetzen von (A.7) und
(A.6) in (A.4) liefert

2cosasin(an) = sin (a(n — 1)) ,
und das ist dquivalent zu sin (a(n + 1)) = 0 oder

gm

mit je€Z.
n +

a =
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Setzt man noch vy = sina, so erhélt man als Ergebnis, dass die Vektoren

) = (Sin< JT k:))
n+1 k=1,...,n

fiir jedes j € {1,...,n} Eigenvektoren von M) sind. Diese Vektoren sind

zueinander orthogonal und haben Betrag ”T‘H:

<o® pm 5 = Zvl(vl)*vl(cm)

k=1
n

o Ank . mmk
= Zsm sin
k=1

n+1 n+1
_ "TH fir m=1
N 0 firm #1 .

Die Vektoren (, / n%rlv(j )> - bilden also eine Orthonormalbasis aus
Jj=1,...,n

Eigenvektoren von M und sind die Spalten der gesuchten unitiren Dia-
gonalisierungsmatrix U™, U

Satz A.0.5 (Thermodynamische Grofien der XY-Kette)

Fiir das XY-Modell mit dem lokalen Hamilton-Operator (5.2) sind die ther-
modynamischen Griflen ”pressure” p, freie Energie f, innere Energie u und
Entropie s bei der inversen Temperatur B gegeben durch

1
p= / log (1 + 64[3‘305(”)) dx ,
0

f=—p! /1 log (1 n 645005(771‘)) de |
0

1
- 4/ cos(mx) dr |
0 1+ eAdB cos(mz)

Y (4B cos(ra) )
- T 4B cos(nz) 3 cos(mx)
’ /() (1 + eds cos(mx) + 10g (1 +e )) dr .

Beweis: Der Beweis orientiert sich, genau wie Abschnitt 5.1, am Buch von
Barry Simon ([16]). Sind die )\; Eigenwerte der Transfermatrix M (™ (siche
Gleichung (5.7)), so erhélt man zunéchst durch Ausmultiplizieren

(1 + e_m]) = Z e B Lier X — tp (e‘ﬁH") .

n

j=1 Tc{l,..,n}
Also ist
. 1 —BH . 1 " —ﬁ/\( J )
p= lim —logtr(e "):hm—g 10g(1+e "1)
n—oo n n—oon 1
=
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mit der Eigenwertdichtefunktion A(z) = —4 cos(mx). Diese Summe konver-
giert wegen der Stetigkeit von A(z) gegen das angegebene Integral.

Die anderen thermodynamischen Groflien ergeben sich dann sofort aus
den Gleichungen

f = _ﬁ_lp )
=2
- aﬁp 9
s=pu+tp,
vgl. in [14] die Identitéten von Satz 7.3. O

Satz A.0.6 (Determinantendarstellung der Leiteroperatoren)

Fiir das XY-Modell mit dem Hamilton-Operator Hy, aus Gleichung (5.2),
dem Vakuumzustand |n >= | |>®" und den Vernichtungsoperatoren Bj aus
Gleichung (5.8) gilt fir alle Vektoren |x > der Tensorbasis (d.h. |x >=

|x1 ...y > mit x; € {1,1})

#T
2

2 j >
<] H Bjlz >= <> det <sinmm(‘x)ﬂ>
er n+1 n+1 Lm=1,.. . 4T
fiir alle Teilmengen T C {1,...,n}, wann immer

#T = #{i € {x1,...,an} | @ =1}

erfillt ist (d.h. die Mdchtigkeit von T muss gleich der Anzahl der Up-Spins
in |z > sein); andernfalls ist der Wert des Skalarprodukts gleich Null. Dabei
steht 1pm, (| >) fiir den Index des m-ten Up-Spins in der Folge (x1,...,xy).
Das Produkt wird in absteigender Reihenfolge ausgefiihrt.

Beweis: Es werden sdmtliche Bezeichnungen aus Kapitel 5.1 verwendet,
aber im Gegensatz zu dort mit der hier zweckméafigeren Konvention

=0, 1=1.
Zunéchst stellt man fest, dass
Ol (@) p=1,cn >= Tm| (L = Opm) ) ey > (A.8)

denn

0 falls z,, =] ,

Oy |1y vy Ty >=
mlTL s T { |71, s Tty Ly Tt 1y - -y T > falls 2, =1 .

Auflerdem gilt

ap|z, .. xn >= (=1 a1, .. 2, > (A.9)
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dies folgt aus

|T1, . > fir z; =/ ,

Ozl|IE1,..-,ZEn >= (1—20‘?0’[”{[; >:{ _’$1 Ty > fiir x] :T
9000y .

Durch mehrfache Anwendung von (A.8) und (A.9) erhélt man fir die
Wirkung eines Fermion-Operators A; auf |z >

Ajle > = alag...aj_laj_|x1,...,xn>
= Uj_alozg...aj_1|:z:1,...,a;n>
= o; (=D (=" ... (=) 1, 2 >
= (DX (1= 6)t) g, > - (AL0)

Mehrfache Anwendung von (A.10) liefert den ein wenig uniibersichtlichen
Ausdruck

k1—1
Apy - A Ay |t > = Apy o Apygy (—1)20=0 ] (1= 8,8, )2) >

p=1,...n
SRl
= AkN - Akgxlq(_l) v=1 ”(1 — 5k2k1)xk2

kg—1,. .

(71) v=1 (1=0uky) ’ ((1 - 5,uk2)(1 - 5;1161)37#)“:17”,7” >
= Ak‘N e Ak4xk1 $k‘2(*1)2ﬁ1:11 xu+zi2:11(1_§l’kl)x”

(1 - 5k2/€1)(1 - 6k3k2)(1 - 5k3k1)$k;3

kg—1

<_1)Zu=1 (1_611762)(1_51/761 )xl/

77777

kn,....k
= xk}\/xkl[_l]‘xl\; 1|((1_5ﬂk1)"‘(1_5ﬂkN)xH>ufl n >

wobei [—1]|k:é">k1 € {—1,0,1} gegeben ist durch

BT | G YS
B<ye{l,...N}
.(_1)2;17:1 Zii;lxv(l_‘svm)(1_5”2)'“(1_6”’“#*1) (A.12)

Im Folgenden wird das Skalarprodukt < n|Ayg, ... Ag, |z > benétigt. Sind
die (ki)ief1,..., Ny paarweise verschieden voneinander, so gilt

[_1]’9N1---7k1 falls T, = { T fiir JIAS {kb ceey kN}

< T]|AkN...Akl|:L' >= |z> | firp & {kl,...,kN} (A.13)

0 sonst

(andernfalls - bei zwei gleichen k; - muss das Skalarprodukt wegen Gleichung
(A.12) verschwinden). Damit ndmlich

<l (1= Opkr) -+ (1= Ok )Tps) ey >7 0
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erfiillt ist, muss 0 = (1 — 6k, ) - .. (1 = Opry )y fiir alle € {1,...,n} gelten,
und das fithrt nach kurzer Rechnung zu der in (A.13) genannten Bedingung.

Mit der Definition fiir die Vernichtungsoperatoren B; (5.8) erhélt man
insgesamt

< [[Bjlz> = <nlBjyBjy_, ... Bj,Bjlz >
JjeT

n n n
= <1 Z Ujnn Ay - - Z Uik Aky Z Uj1k’1Ak1|x >
=1 ko=1 ki=1

= Z Ujnky -+ Ujiky < n‘AkN' 'Ak?l‘x >
kl» 9kN

Ist nun N # #{y € {x1,...,z,} | y =1}, so ist die Bedingung aus Glei-
chung (A.13) fiir keine moégliche Wahl von (k1, ..., ky) erfiillbar, und der
Ausdruck wird immer Null. Andernfalls ergibt sich

<[] Bilz >= > Uje -+~ Ujuia [F1P07 - (AL14)

jeT
(k1,.-,kN)
Permutation von

(T1(Jz>), T (J2>))

Gesucht ist nun noch ein expliziter Ausdruck fiir [—1]|k£’> 1 Da die k;
alle unterschiedlich sind, fillt das Produkt aus Gleichung (A.12) weg, und

es bleibt iibrig

[_1]‘]2\;7]4}1 _ ( )Zﬁf L Zkull Z‘V(l 5Vk1)(1—5,jk2)...(1—6yku71) —- (_1)25
mit k£ := (kn,...,k1). Es wird nun das Verhalten dieses Ausdrucks ge-
geniiber Vertauschungen der k; untersucht. Es geniigt, Vertauschungen zwei-
er benachbarter k; zu betrachten, da jede andere Vertauschung sich durch
Hintereinanderausfithrung benachbarter Vertauschungen darstellen lasst. Sei
also

k:(kNakN—lv"'7kl+17kl7"'7k1) )

und 3
k:= (kn,kn-1,-.., ki, kis1,..., k1) .
Gegeben sei der Ausdruck

fp—1
EIJ:C(/J’) = Z xl/<1 - 51/k1)(1 - 5Vk2) s (1 - 51/]@”_1) )
v=1
so dass
N
Sh=Y S .
p=1
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Man sieht sofort, dass fiir 4 < [ — 1 sich an den Summanden ¥ (u)
durch die Vertauschung nichts éndert, d.h. ¥¥(u) = ¥%(u), denn k; und
k11 tauchen in der entsprechenden Summe iiberhaupt nicht auf.

Gleiches gilt fiir > [ + 2; die einzige Anderung ist ein Vertauschen der
Ausdriicke (1—09,,) und (1—0,¢,,,) unter der Summe, was den Summenwert
nicht &dndert. Also ist

Skosk sk -k + k0 +1) - Sk +1) . (A.15)

Sei nun ohne Beschrinkung der Allgemeinheit k;1 > k; (der umgekehrte
Fall ldsst sich analog behandeln). Dann ergibt sich

k‘l+1—1
Zg(l+1) - Z xl/<1_5Vk1)"'(1_51/]6171)(1_61/161)

v=1
k-1
= (1= 6pgy) . (1 = dpp,_,)(1 =0

V’~CZ+1)

= x,(1— 51/151) (1= 5”;[_1) — TE,

Entsprechend kann man berechnen

kip1—1

SEI+1) = ) w(1—=0,) .. (1=06,;)

v=1
ki—1

= Z 2y (1 — 5sz+1)(1 = 0wty y) - (1= buky)

v=1
ki—1

— Z (1= 0uky_y) - (1= bpy)

v=1

= 35,

T

denn wegen k11 > ky ist 0,1, , = 0. Einsetzen in (A.15) liefert
B -5 =25 () - S5 () + 350 - Zh() + g, = ap =1

Damit &ndern Vertauschungen gerade das Vorzeichen des Ausdrucks

(1[0, dh,

[_1]\kx> = _[_1]|ch> : (A.16)
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Weiterhin gilt: Ist k1 < k2 < ... < kx, so ist %(u) = 0 fiir alle 4, und daher

[_1]‘11§e0rdnet _1. (A.17)
Aus Gleichungen (A.16) und (A.17) folgt zusammen, dass [—1]‘kw> das Vor-
zeichen der Permutation von (ki,...,ky) sein muss, d.h.
[~ = sign(ki, .. k) -

Setzt man dieses Resultat in Gleichung (A.14) ein und verwendet die
Leibniz-Formel fiir die Determinante einer n x n-Matrix A

det A=Y sign(0) - a1o(1) - * Gno(m) »
o€ESy

wobei 5,, die Gruppe aller n-Permutationen bezeichnet, so erhélt man

<[] Bjlz> = > Uinkn - - Upriysign(kr, - . ., k)

JeT
(k1,.-.kN)
Permutation von

(T1(|m>)7aTN(|m>))

= Z UNU(N)...010(1)Sign(k1,...,k]v) :detU
O'ESn

mit Uy, := Uji1m(lz>)- Mit dem expliziten Ausdruck (5.6) fiir U ergibt sich

die Behauptung. O

Satz A.0.7 (Kombinatorik auf stetigen Funktionen fiir 5 = 0)
Sei f:[0,1] — R stickweise stetig, und fiir jedes n € N sei das Einheitsin-
tervall (0, 1) unterteilt in n+ 1 Teilintervalle durch

n—+1

X, ;:{j je{l,...,n}}:{zl,...,xn}.

Sei auf der Menge aller Teilmengen 2% .= {M | M C X,,} die Gleichver-
tetlung gegeben, d.h. der Wahrscheinlichkeitsraum lautet

(2%, 27m) .

Dann gilt fir den Erwartungswert der Zufallsgréfe > 1 f(z)

1
nlLII;OE (711 Zf(:c)) = ;/0 f(z)dx .

zeT
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ANHANG A. HILFSSATZE UND BEWEISE

Beweis: Fiir festes n ist auf der Menge aller stiickweise stetigen Funktionen
[0,1] — R wegen

E(}ZZ f(x)) = Y PI Y @)

zeT Te2Xn zeT

= LY Y

Te2Xn €T

der Erwartungswert ein lineares (und beziiglich der Supremumsnorm ste-
tiges) Funktional (im Folgenden mit £[f] bezeichnet). Aus diesem Grund
ist es moglich, f in eine Linearkombination bestimmter Basisfunktionen zu
zerlegen. Als zweckmifig erweist sich hier die Indikatorfunktion

1 falls z € [a,b)
L) (7) = { 0 sonst .

Dann ist

E(1pp))

l\D l\D
3\ *|'T

-y X

Te2Xn x€TN[a,b)

Z #(T'NJa,b))
Te2

Sei n; die Anzahl der Punkt der Zerlegung im Intervall [a,b), d.h.
=#X,NJa,b) .
Beschriankt man die Betrachtung auf alle k-Teilmengen von X,,, so gibt es
e (") k-Teilmengen mit #7 N [a,b) =0,
o () () k-Teilmengen mit #7 N [a,b) =1,
o (%) (") k-Teilmengen mit #7 N [a,b) = 2,
o ...
o (3)("") k-Teilmengen mit #7 N [a,b) = k.

Also ergibt sich

E(pp) = angl <nl>< )

_2 nnl_nZ
_nl k—1 on



ANHANG A. HILFSSATZE UND BEWEISE

Da die Funktion f nur an denNStellen (€i)i=1,..n ausgewertet wird, kann
sie durch eine Treppenfunktion f ersetzt werden, ohne dass sich der Wert
des Funktionals £[f] dndert: Mit

sy fmax{z; € X,y | 2 <)) firz >
fle):= { f(0) fiir x < a1

ist f(xi) = f(x;) fiir alle 2; € X,,, und damit Elf] = S[f] Die Treppen-
funktion f kann als eine Linearkombination von Indikatorfunktionen 1, )
geschrieben werden

Jg(ﬁf):Zf(xi)l[ i
i=0

n+1’n+1

wenn man noch xg := 0 setzt. Man erhélt also

Elfl = 5[f]:if($z)5[1[z i+1)}

n+1’n+1
n n .
1 1 1 1
- ;f(xi)‘%zgnf<n+l> .

Wegen der stiickweisen Stetigkeit von f konvergiert letzterer Ausdruck
fiir n — oo gegen das Riemann-Integral fol f(z)dz. O
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Anhang B

Mathematica-Notebooks

Bei der Auflistung der beiden Mathematica-Programme wurde folgende
Konvention verwendet:

e Kommentare sind kursiv gesetzt,
e Programmzeilen sind in normaler Schrift gehalten, und

e Ausgaben von Mathematica sind durch einen Pfeil gekennzeichnet.

Notebook 1: Numerischer Test der Intervallzustands-
Konvergenz auf der Heisenbergschen XY-Kette

(* Wenn die Variable ”Ausgabe” auf 0 gesetzt wird, werden die Zwischener-
gebnisse (Matrizen usw.) nicht mehr angezeigt. Das ist wichtig ab etwa n > 5, da
sonst die Matrizen zu grof§ werden und die Laufzeit zu lang wird *)

Ausgabe=0;

(* Folgender Parameter gibt die Gesamtlinge der Kette an; nach der Notation in
Abschnitt 5.3 ist dies eigentlich gleich s+n *)

n=>6

— 6

(* Hier wird die inverse Temperatur 3 festgelegt: *)

s=1

— 1

< <DiscreteMath’Combinatorica’

(* Zuerst wird das Tensorprodukt von Matrizen definiert: *)
kron[u_/;MatrixQ[u],v_/;MatrixQ[v]]:=Module[{w },w=Outer|Times,u,v];
Partition[Flatten[Transpose[w,{1,3,2,4}]],Dimensions|[w][[2]] Dimensions|[w][[4]]]];
Set Attributes|[kron,Oneldentity];

kron[u_,v_,w__]:=Fold[kron,u,{v,w}|;

MatrixTensorProduct=kron;
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ANHANG B. MATHEMATICA-NOTEBOOKS

(* Man muss Mathematica auch beibringen, wie man die adjungierte Matrixz
berechnet *)

Adjoint[X_]:=Conjugate[Transpose[X]]

(* Hier sind die Pauli-Spin-Matrizen an den Stellen 1 < i <n. *)
ox[i_]:=Module[{a,k},If[i=1,a={{0,1},{1,0} },a={{1,0},{0,1} }];

For[k=2,k<n k++ If[k==i,a=MatrixTensorProduct[a,{{0,1},{1,0} }],
a=MatrixTensorProduct[a,{{1,0},{0,1}}]]];a]
JY[if]::MOdUIe[{avk}7If[i:1aa:{{ov'l}a{Ivo}}aa:{{lvo}v{oal}}];

For[k=2,k<n k++ If[k==i,a=MatrixTensorProduct[a,{{0,-

I},{1,0}}],a=Matrix TensorProduct[a,{{1,0},{0,1}}]]];a]

(* Das ist der Hamilton-Operator des XY-Modells: *)

H = — Y0 (oxliloli + 1] + oyliloyli + 1))

If[Ausgabe==1,H//MatrixForm)]

(* Nun werden noch die Freien-Fermionen-Operatoren gebraucht [vgl. Barry
Simon, S.141] : *)

oplus[i_]:=1/2(ox[i]+I oy]i])

ominus[i_]:=1/2(ox[i]-I oyli])

Alj_]:=Module[{B}, If[J——l B=cminuslj],

B=MatrixExp[I Pi}>_7_} (oplus[k].ominus[k])].cminusj]];B]

(* Hier kann dberprift werden, dass H auch mit Hilfe der Erzeuger und
Vernichter geschrieben werden kann: *)
H==-25"7_1 (Adjoint[A[k+1]].A[k]-A[k+1]. Adjoint[A[k]])

— True

(* Das hier ist die Wechselwirkungsmatrix M: #)

MM=Table[(-2) *KroneckerDelta[1,(i — 7)?],{i,1,n},{j,1,n}];

If[Ausgabe==1 7MM//M.&L‘crixl%lrrn]

(* Man kann auch folgende Form der Darstellung von H dberpriifen lassen: *)
H == Y0, (S, MMIi, W] Adjoint[A[i] A[t)

—True
(* Hier ist die unitire Transformationsmatriz fir den Ubergang von A nach

B: %)
U:Table[N[m%&"“] {i,1,n},{j,1,n}};

MMEigensystem={Table[N[-4 Cos[j Pi/(n+1)]],{j,1,n}],{}};
If[Ausgabe==1,U//MatrixForm]

(* Hier wird dberprift, dass U auch wirklich unitir ist; der folgende Ausdruck
muss sehr klein sein: *)

Norm[IdentityMatrix[n]-U.Adjoint[U]]

— 2.96374 x 10716

(* Folgendermafen werden die B; konstruiert: *)

Bi_]:=>7_, (U[[LlAL)
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ANHANG B. MATHEMATICA-NOTEBOOKS

(* Hier wird der Vakuumzustand generiert, bei dem alle Spins nach “unten”
zeigen: *)

n=Table[KroneckerDelta[k,2"],{k,1,2" }|;

If[Ausgabe==1,7)

u=-1.1179418373401746432622568640666729214°20.;

&=-1/Pi ArcSinfu Pi/4]

—0.3411420280220345169

(* Jetzt wird der vom Intervall T,, erzeugte Zustand |v > berechnet: *)
v=n;For[i=1,i<Floor[(n+1)*¢],i++,v=Adjoint[B]i]].v]

v
—{0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.0537872,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.163993,
0.,0.,0.,0.271567,0.,0.295505,0.193842,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.,0.174646,0.,0.,0.,
0.368488,0.,0.43556,0.295505,0.,0.,0.,0.,0.241717,0.,0.368488,0.271567,0.,
0.,0.174646,0.163993,0.,0.0537872,0.,0.,0.}

(* Jetzt wird die Dichtematriz des Zustandes auf A®) berechnet: *)
s=2;PhiReduced=Table[v.(MatrixTensorProduct[Table[KroneckerDelta[k,i]
KroneckerDeltal[l,j],{k,1,2°},{1,1,25}],IdentityMatrix[2"~*]].v),{i,1,2° },{j,1,25}];
PhiReduced//MatrixForm

0, 00289306 0 0 0
. 0 0,22554  0,314701 0
0 0,314701 0,44332 0

0 0 0 0, 328247

Notebook 2: Visualisierung der AEP bei einem ferroma-
gnetischen Modell

(* Dieses Notebook berechnet die Figenwerte des Gibbszustandes des Heisenberg-
Modells der Linge n mit untengenanntem Hamilton-Operator. Ziel ist die
Visualisierung der AEP mit steigendem n, wund die numerische Nach-
prifung der Zusammenhdinge wverschiedener thermodynamischer Grifien *)
kron[u_/;MatrixQu],v_/;MatrixQ[v]]:=Module[{w},w=Outer|Times,u,v];
Partition[Flatten[Transpose[w,{1,3,2,4}]],Dimensions[w][[2]] Dimensions|[w][[4]]]];
Set Attributes[kron,Oneldentity];

kron[u_,v_,w__]:=Fold[kron,u,{v,w}|;
MatrixTensorProduct=kron;

n=>s

—5

(* Hier werden die Pauli Spin-Matrizen definiert: *)
ox[i_]:=Module[{a,k},If[i=1,a={{0,1},{1,0} },a={{1,0},{0,1} }};
For[k=2,k<n k++ If[k==i,a=MatrixTensorProduct[a,{{0,1},{1,0} }],
a=MatrixTensorProduct[a,{{1,0},{0,1}}]]];a]
oyl[i_]:=Module[{a,k},If[i=1,a={{0,-1},{1,0} },a={{1,0},{0,1} }];
For[k=2,k<n k++ If[k==i,a=MatrixTensorProduct[a,{{0,-1},{1,0} }],
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a=MatrixTensorProduct[a,{{1,0},{0,1}}]]];a]
oz[i_|:=Module[{ak} If[i=1,a={{1,0},{0-1}},a={{1,0},{0,1} }];
For[k=2,k<n k++,If[k==i,a=Matrix TensorProduct[a,{{1,0},
{0,-1}}],a=MatrixTensorProduct|a,{{1,0},{0,1}}]]];a]

J=-1;
H=2JY"""'(1/4/ox[i].ox[i+1]+oyl[i].oy[i+1]+oz[i].oz[i+1])-
1/4 TdentityMatrix[2"]);

4=1

punnormiert=Chop[MatrixExp[N[-5H]]];

—1

Tracep=Sum[punnormiert|[i,i],{i,1,2" }]

—11.5238

p=punnormiert / Tracep;
RhoEigenvalues:=RhoEigenvalues=Eigenvalues|[p]
SortedEigenvalues:=Sorted Eigenvalues=Reverse[Sort[RhoEigenvalues]]

0:=0.1

(* Jetzt soll bestimmt werden, wieviele Eigenwerte man mindestens braucht, um in
der Summe (1-0) zu iberschreiten. *)
NumberAndSum:={1,SortedEigenvalues[[1]]}

NumberAndSum

. {1,0.0867768}
TakeTheNextOne[L_]:={L[[1]]4+1,L[[2]]+SortedEigenvalues[[1+L[[1]]]] }
While[(Number AndSum=TakeTheNextOne[Number AndSum)])[[2]]<
(1-0),Print[NumberAndSum]]

NumberAndSum

. {2,0.173554)

—{3,0.26033}

—.{4,0.347107)

—{5,0.433884])

—{6,0.520661}

. {7,0.579888}

—{8,0.639114}

—{9,0.698341}

—{10,0.757568}

. {11,0.795688)

—{12,0.833809}

. {13,0.855597}

. {14,0.877385}

—{15,0.809174}

—{16,0.920962}

(* die letzte Zeile gibt an, wieviele Figenwerte man braucht (erste Zahl) und wie
die Summe lautet (zweite Zahl) *)
s:=Sum[-RhoEigenvalues|[j]|*Log[RhoEigenvalues|[[j]]],{j,1,Length[RhoEigenvalues] }] /n
Print[’s="s]

—s=0.581481

(* das hier oben ist die Entropiedichte der Figenwerte der 2" x 2™-Dichtematriz *)
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Print[” QSM-Entropie=",N[Log[NumberAndSum|[1]]]]/n]
—>QSM-Entropie=0.554518

(* das hier ist die ”Quanten-Shannon-McMillan-Entropie”, d.h. der Log. der
Dimension des kleinsten Unterraums mit Mafi > (1 —9) *)

p=N[1/n Log[Tracep]|;Print[”"p="p]
—p=0.488883
(* das hier in der Zeile dariber ist die Niherung fiir die Pressure p(8) *)

u=(s-p)/B;Print["u=",u]
—u=0.0925979
(*und das hier ist eine Niherung fir die innere Energie *)

ListPlot[-1/n Log[SortedEigenvalues],PlotStyle—PointSize[0.02],PlotRange—{0,2}];

—

2
1.75

oo
oo
1.25 ce®®0®

1 Xy
0.75 eeee®®

oo
0.5/ e0000e®®®®
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Anhang C

Notation

Symbol

Bedeutung

Definition

#X bzw. | X]| Michtigkeit der Menge X —
[wh] innere Storung des Zustands w Abschnitt 3.3
A>0, A ist ein selbstadjungierter Operator —
A Operator mit nichtnegativen Eigenwerten
A > B, A und B sind selbstadjungierte Operatoren —
mit A, B Operatoren mit A— B >0
A> quasilokale Algebra Gleichung (3.3)
A lokale Algebra auf A(n) Abschnitt 3.1
B Menge aller WW & mit [|[®]|") < oo Abschnitt 3.3
r Menge aller eindimensionalen WW & € B() .
%g : mit zusétzlicher Araki-Bedingung (3.11) Abschnitt 3.3
Opz X Menge aller extremalen Punkte der konvexen Menge X
Dy Dichtematrix des Zustands ¥ —
H, bzw. Hp lokaler Hamilton-Operator auf A(n) bzw. A Gleichung (3.6)
im Eindimensionalen das Intervall [1,...,n]|, .
An) in ¥ Dimensionen der Hyperwiirfel {1, e ,n%” Abschnitt 3.1
log X natiirlicher Logarithmus log X =1In X =log, X o
der Zahl X € R* oder des positiven Operators X > 0
¢ () Blockzustand U™ = ¥ | A™) Gleichung (3.4)
v, lokaler Gibbs-Zustand bzgl. H, Gleichung (3.8)
S(A) Menge aller Zusténde auf A —
von Neumann-Entropie des Zustands ¥ .
S(7) gegeben durch S(¥) = S(Dy) = —tr (Dyg log Dy) Abschnitt 3.3
S(U, ¢) relative Entropie des Zustands ¥ beziiglich ¢ Ende Abschnitt 3.3
o oo 0:<0 1)U:<Q—i>0:<1 0> Pauli-Spin-
Ty e ¢ 10 Y i 0 # 0 -1 Matrizen
oo Menge aller translationsinvarianten .
T(A%) Zustéindg auf der quasilokalen Algebra A4>° Gleichung (3.5)
Y d-typischer Unterraum von ¥ Definition 3.2.2
trX Spur der Matrix bzw. des Operators X —
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Erklarung

Die selbststindige und eigenhéndige Anfertigung
versichere ich an Eides statt.
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